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Avant propos

AVANT PROPOS

Ayant débuté dans une équipe étudiant |es aspects théoriques et technologiques du
contréle actif des structures, mon activité, dont ce mémoire fait la synthése, a toujours
été a l'interface entre le test et la modélisation analytique du comportement vibratoire
des structures.

Sur |'aspect expérimental, mes travaux sont marqués par l'introduction et la
validation d'une méthode générale d'identification des systémes linéaires et de méthodes
particuliéres pour le traitement des contraintes supposées de multiplicité, réciprocité, et
complétude *. Jai encadré et réalisé des travaux sur |'utilisation de ces méthodes dans le
cadre des tests de structures par appropriation modale réalisés par I'équipe d'essais au
sol de I'ONERA 2. Jai par ailleurs animé les travaux d'un groupe d'action structures et
matériaux du GARTEUR dont I'objectif était de faire I'état de I'art des méthodes
d'analyse modale expérimentale par le test d'une structure représentative unique dans 12
|aboratoires européens *.

La possibilité, démontrée sur un cas réel *, de créer des modéles expérimentaix
complets caractérisant séparément les propriétés de masse, d'amortissement et de
raideur, permet de considérer des modéles hybrides dont les propriétés de masse et de
raideur découlent d'une modélisation éément fini et les propriétés d'amortissement d'un
test expérimental °. L'extension de ces travaux sur I'amortissement au cas de structures a
comportement viscoél astique marqué est une de mes préoccupations actuelles °.

Le test ne conduisant qu'a des modéles de faible taille, il est généralement
souhaitable et parfois indispensable d'utiliser des modeles similaires dans le cadre de
prédictions purement analytiques. Cette constatation a motivé mes travaux dans les
domaines de |a représentation des erreurs de modélisation ’, laréduction de modéle 8, la
synthése modale °, et I'extension de méthodes classiques de réduction aux problémes
paramétrés liés au recalage, al'optimisation et ala dynamique non linéaire *°.

Les travaux réalisés se sont concrétisés par |'écriture d'un logiciel ** utilisé par une
cinquantaine d'entreprises et laboratoires dans plus de dix pays. Les mises a jour
successives de ce logiciel m'ont permis de valider les méthodes développées et de les
rendre facilement accessibles pour des tests industriels, des travaux de recherche sur la
modeélisation ou de |'enseignement.

Publications concernées

b (1).,2.09,(12)-(16),(22),(29),31) " (8),(9),(10),(33)
2 (17).(25) ° (35

> (1),(12-(14),(19) ?(5).(21),(23),(24)
* (2,29 ®(4),(29),(26),(32)
> (6).(7),(27),(28),(30) " (18)

°  (18),(20)
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1. Introduction

1. INTRODUCTION

Le comportement vibratoire des structures est souvent crucia pour, par exemple,
des raisons de sécurité (instabilités aéroélastiques, résistance et fatigue), de précision
(visée optique sur satellite), de discrétion ou de confort (rayonnement acoustique dans
les sous-marins ou les voitures). La conception et certification des structures passent
donc souvent par une caractérisation du comportement dynamique en conditions de
fonctionnement.

Avant que la structure n'existe, on peut construire un modéle analytique a partir des
propriétés géométriques désirées et de la connaissance du comportement des matériaux.
Ce modele est tres flexible puisqu'il peut étre aussi raffiné que nécessaire. Cependant
les problémes vibratoires se posent généralement pour des structures assemblées
complexes pour lesquelles la description géométrique et matérielle est forcément assez
simplifiée (liaisons modélisées comme parfaites, habillage ignoré, seules quelques non
linéarités majeures prises en compte). Méme en faisant toutes les simplifications dont
I'effet est visiblement négligeable, les modéles utilisés restent trés grands. Les
calculateurs modernes permettent de résoudre certains problémes sur de trés gros
modeles mais on sintéresse généralement a des variations paramétrigues, optimisation
ou réponse non linéaire, qui exigent de nombreuses itérations et ne sont pas abordables
de maniere directe.

Plutét que de forcer une simplification excessive de la description de la structure ou
du maillage éément fini associé, on sintéresse ici a des méthodes permettant de
diminuer le colt des itérations par réutilisation d'informations liées a des calculs
spécifiques. La projection du modele sur une base modale tronquée est la méthode de
réduction la plus simple. On calcule ainsi les modes de modele complet pour permettre
la prédiction de nombreuses fonctions de transfert ou réponses temporelles. Pour
d'autres cas plus complexes, modéeles par sous domaines, modéles couplés ou modéles a
coefficients variables, le probléme est d'assurer une bonne précision finale pour
I'ensemble des prédictions considérées en ne réalisant que quelques calculs sur le
modéleinitial.

Quand la structure existe, la caractérisation la plus précise est donnée par un test. Le
chargement appliqué lors du test ne peut que rarement reproduire les conditions de
fonctionnement vraiment recherchées (on teste un avion au sol pour sassurer qu'il n'y
aura pas de flottement en vol, etc.). Il faut donc créer (on parle d'identification) un
modele permettant des extrapolations a d'autres cas de chargement ou a des structures
voisines. Les prédictions permises par un modele dynamique basé uniquement sur des
données expérimental es étant assez limitées, on cherche a combiner les résultats de test
avec le modele analytique basé sur une description géométrique et matérielle. Cette
étape peut conduire a une correction (on parle de recalage) de la description
géométrique et matérielle ou a I'utilisation de modeles hybrides combinant prédictions
analytiques et parametres identifiés expérimental ement.




1. Introduction

Lefil conducteur de ce mémoire est la caractérisation de modéles expérimentaux et
de modéles analytiques réduits et leur comparaison avec le cas nominal du modéle
projeté sur une base modale trongquée. Un point central de cette étude est le fait qu'un
modele dynamique caractérise la relation entre chargements (entrées u) et réponses
(sorties y) pour un ensemble restreint d'entrées et de sorties considérées. Les entrées et
sorties considérées sont caractérisées par des restrictions posées sur leurs propriétés
gpatiales et fréquentielles. Des restrictions posées a |'avance permettent de guider la
réduction d'un modele analytique. Inversement, les restrictions pratiques d'un test
limitent les propriétés modal es, géomeétriques, éastiques ou de dissipation pouvant étre
estimées a partir de lamesure.

Les deux premiers chapitres sont consacrés a I'étude des modéles modaux d'une
structure nominale. Du point de vue théorique, le chapitre 2 met en évidence les
différences entre propriétés liées a une décomposition spectrale générale d'un systeme
linéaire invariant dans le temps et propriétés liées a une description en termes de
propriétés de masse, raideur et dissipation dans la base des modes normaux. On voit en
particulier quels types de systemes peuvent étre décrits a l'aide d'une base tronquée de
modes normaux et d'un amortissement visqueux non proportionnel. La non unicité des
définitions de I'erreur sur les fonctions de transfert, de I'erreur sur les modes et modeles
modaux et de |'erreur sur les paramétres géométriques et matériels est enfin mise en
évidence.

Du point de vue expérimental, le chapitre 3 présente mes travaux sur |'identification
de modes et de modéles masse-amortissement-raideur en cordonnées principales. Des
extensions significatives des approches traditionnellement utilisées pour I'identification
sont proposeées et des essais, ayant permis leur validation et la démonstration de leurs
avantages, sont donnés en exemple. La pratique de I'identification dans un cadre
industriel ayant ses aspects uniques, on résume les points clés d'études menées sur la
méthode d'identification par appropriation modale et d'une action européenne visant a
faire un point sur I'état de I'art dans le domaine.

Les chapitres 4 et 5 sont consacrés aux méthodes de réduction d'un modéle issu
d'une discrétisation initiale fine. Plutét que d'utiliser une perspective historique et de
tenter une présentation synthétique de méthodes similaires connues sous le nhom de
condensation, sous structuration dynamique, synthese modale, superélément,
décomposition de domaine, etc., on montre comment les méthodes de réduction
peuvent étre motiveées par des restrictions spatiales et fréquentielles sur les chargements
considérés. Une décomposition en valeurs singuliéeres, basée sur la norme en énergie,
est ensuite utilisée pour la réduction, I'évaluation de |'erreur associée a un modéle réduit
et sa correction.

La réduction étant souvent réalisée au niveau de modeles de composants, des
prédictions de réponses couplées sont considérées. On montre comment les conditions
de continuité des déplacements et/ou contraintes correspondent a la limite pour une
interface d'extension nulle d'un couplage par impédance d'interface. Cette présentation
des équations classiques de couplage comme limite d'un cas plus général permet de bien
mettre en évidence les phénomenes de verrouillage parfois rencontrés et de proposer
des solutions pour leur traitement.

Les modeles analytiques ne peuvent que rarement conduire a une description
précise de I'amortissement. On est donc amené a utiliser des modeles hybrides dont les
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propriétés de dissipation sont des résultats expérimentaux. Ce type de modéle donne de
bons résultats pour des prédictions simples mais présente des limitations pour des
prédictions couplées qu'il convient de caractériser.

Le chapitre 5 étudie enfin une extension de la notion de chargement a des
modifications du modéle (loi de comportement, géométrie, conditions aux limites,
amortissement, non linéarité). Cette extension motive I'utilisation de modeles réduits
paramétrés. Les parameétres considérés dans les exemples donnés sont des propriétés
élastiques (module) et géométriques (position de raidisseurs, longueurs de tubes). Les
applications abordées sont |'optimisation/recalage de modeles de structures linéaires et
une premiere forme de non linéarité liée a un module complexe dépendant de la
fréguence. 1l est enfin montré comment différentes échelles de modélisation peuvent
conduire a des niveaux successifs de réductions.



2. Modes, modéles modaux, erreurs

2. MODES, MODELES MODAUX, ERREURS

La réponse d'un systéme dynamiqgue linéaire et invariant dans le temps peut, sauf
cas pathologique, étre décrite sous la forme d'une somme de contributions modales
indépendantes. La section 2.1, composée essentiellement de rappels, propose une
analyse comparée des décompositions spectrales habituellement utilisées en dynamique
des structures. Les notions clés sont la décomposition spectrale sur la base des modes
complexes, la projection d'un modé e du second ordre sur |a base des modes normaux et
la caractérisation des propriétés particuliéres des modél es mécaniques.

On cherche généralement en mécanique a représenter |a réponse de la structure en
termes de propriétés de masse, raideur et dissipation. La section 2.2 introduit les
différents modeles usuels de dissipation, compare leurs propriétés et, pour la
représentation visqueuse, montre I'équivalence des hypothéses de complétude,
d'amortissement proportionnel par bloc et de propreté de la décomposition spectrale
(modéle pdle / mode complexe).

Un modéle permet I'estimation de quantités physiques. fonctions de transfert, modes
et propriétés géométriques/élastiques. La résolution de problémes inverses
(identification et recalage) est basée sur I'hypothese que les transformations entre
modeles basés sur ces différents parametres sont bijectives et bien conditionnées. La
section 2.3 introduit différents criteres permettant la comparaison de ces quantités et sur
guelques cas représentatifs montre que le conditionnement des transformations peut étre
mauvais et/ou dépendre du critére retenu.

2.1. Modeles de systemes dynamiques

2.1.1. Modeles d'état d'un systéme dynamique

De maniére générale, les systémes dynamiques sont caractérisés par des modéles
décrivant la relation entre les chargements appliqués et les mesures possibles de la
réponse. Dans la terminol ogie des automaticiens, le modéle donne une représentation de
la relation entre entrées u et sortiesy. Les modeles utilisés en dynamique des systemes
peuvent généralement étre décrits sous la forme de modéles d'état ou les sorties
dépendent d'une variable x qui décrit complétement I'état du systeme.

7 22/4/97




2. Modes, modéles modaux, erreurs

x = f(x,u,t) y
y =g(xt)

Figure 2.1: représentation en diagramme bloc d'un modéle d'état.

Toute transformation bijective X = g(x) permet de redéfinir les états x sans modifier
le modéle (relation entrée/sortie). Les propriétés physiques d'un systeme dynamique
sont donc liées ala définition unique d'entrées u et de sorties y alors que, de maniere
générale, laréponse des états est liée a des choix arbitraires de modélisation.

On sintéresse plus particulierement ici aux modeles linéaires invariants dans le
temps gue |'on peut généralement mettre sous la forme standard utilisée en automatique

{x(t} =[A{x(t} +[B){u(t}
{v(t} =[CH{x(t} +[Dlfu(t}
ou les matrices A, B, C et D sont indépendantes du temps et de dimensions finies. Les
deux équations sont appel ées équations d'état et de mesure.
L es vecteurs propres gauche et droits du modéle (2.1) sont solutions des problémes
aux valeurs propres

{0 14=2{6.}" e [A{6d =264 2.2)

Le triplet vecteur propre gauche, vecteur propre droit et valeur propre est appelé
mode complexe en mécanique. Lavaleur propre est appelée pole.

Le modele est dit diagonalisable sil existe N (nombre d'états) vecteurs propres
distincts. Chacun des vecteurs propres étant défini a un coefficient arbitraire pres, il est
possible de les normaliser de maniére a ce que deux conditions d'orthogonalité soient
vérifiées

(2.1)

T

[BL]T[A][HR] :[\A\]NXN et [GL]TNxN[ QR] NxN :[\I\]NXN (2.3)

Des conditions d'orthogonalité on tire le modéle d'état diagonal
{ =[An +[6.]'[E){Y
{3 =[Cl[6=[{} +[DK{d

gui dans le domaine fréquentiel peut aussi étre exprimeé sous la forme de fraction
rationnelle (souvent appel ée décomposition spectrale de la réponse)

{)& — B [C]{QJR}{ 91'} [B] +[D]§'~} (2.5)

(2.4)

=1 S_AJ

On rappelle que le vecteur {BJL} T[B] caractérise la contrdlabilité du mode |

(maniére dont les entrées u excitent le mode j) et le vecteur [C]{BjR} son observabilité

(maniére dont le mode est vu par les sorties/capteursy). A un facteur d'échelle prés (fixé
ici par le choix de I'identité dans la deuxiéme condition d'orthogonalité (2.3)), la
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contrdlabilité modale ne dépend que des excitateurs et I'observabilité modale que du
choix de capteurs.

A l'exception des valeurs propres multiples (pour lesquelles il convient de
considérer la somme des contributions des modes associés), la décomposition spectrale
(2.5) est unique. En particulier, elle est identique pour un modele initial construit sous
laforme d'un modéle d'état (2.1) ou pour un modele du second ordre (2.7) généralement
préféré en mécanique.

Il est utile de noter que la forme pble/résidu (fraction rationnelle (2.5)) est
généralement équivalente ala parameétrisation en fraction polynomiale

{y(s} = éﬂao] +[ai]s+-.. +[aN]SN gu(s)} 9

b, +bs+:- +bs"

utilisée par les automaticiens pour les méthodes d'identification de systeme (ARX,
ARMAX, OE, etc. voir [ljul]). A quelques exceptions pres liées a des racines multiples
(en mécanique seuls les modes de corps rigides exigent un traitement particulier) et a
des numérateurs d'ordre trop élevé, les formes fraction polynomiale et pole/résidu sont
méme strictement équivalentes. On notera cependant que le conditionnement numeérique
est bien meilleur pour la forme péle/résidu (le nombre de chiffres significatifs des
coefficients nécessaires a une bonne connaissance du modéle est beaucoup plus faible
[iac2]).

Reponse globale

(]
he)
2
E— — Total
< - — Modal
T~ — - Residuel
Frequence
Contribution residuelle

(]
ko)
2
2
< — Exact

— — Constant

— - Mode correctif

Frequence
Fig. 2.2: a) Décomposition de la réponse en contributions modales (poles dont la

fréquence est dans la bande considérée, en grisé) et résiduelles. b)
Repr ésentations presque équivalentes de |a contribution résiduelle exacte.
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2. Modes, modéles modaux, erreurs

Les relations entrées sorties sont compléetement caractérisées par la donnée des
fonctions de transfert mais celles-ci ne sont jamais connues de maniere utile que sur une
gamme de fréguence restreinte. Dans la décomposition spectrale (2.5), il convient donc
de distinguer les contributions modales des pbles dont la fréquence est dans la bande
considérée (zone grisée de la figure 2.2) et les contributions résiduelles associées a
d'autres pbles. Comme le montre la figure 2.2b, différentes représentations des
contributions résiduelles sont possibles. Ainsi sur I'exemple considéré, on voit sur la
figure 2.2b qu'il n'y a que trés peu de différence entre la contribution résiduelle exacte,
sa représentation par une constante ou sa représentation par un mode haute fréquence
(c'est ici un mode de correction statique comme détaillé au chapitre 4). Cette différence
ne reste faible que dans la bande considérée (en grisé sur lafigure) mais ceci n'est pas
une restriction car un modéle dynamique de dimension finie ne peut représenter la
réponse que sur une bande de fréguence finie.

L'approximation de la contribution résiduelle par une constante (c'est la
signification du terme D dans (2.5)) est généralement utilisée pour représenter les
contributions de modes non mesurés dans |les applications expérimentales (voir section
3.1). L'approximation par un mode supplémentaire est usuelle dans les méthodes de
réduction de modéle analytique (voir modes de contrainte ou d'attache en section 4.1).
Ces représentations simplifiées ne sont pas forcément suffisantes. En particulier la
présence de modes fortement amortis conduit a des variations lentes sur la bande de
fréquence qui ne peuvent étre prise en compte qu'en incluant les contributions de modes
dont la fréquence peut étre assez éloignée de la bande considérée (voir un exemple
expérimental en Ref. [bal19]). Enfin, si la bande commence a une fréquence non nulle,
il peut étre nécessaire de représenter les contributions de modes basse fréquence non
modélisés (voir section 3.1).

2.1.2. Modéles mécaniques du second ordre

Comme, pour les modeéles d'états utilisés en automatique, il convient en dynamique
des structures de distinguer états (appel és degrés de liberté et notés g), entrées et sorties.
Cette distinction conduit a exprimer les modél es mécaniques classiques sous laforme

[M{a(t} +[Cl{a(t} +[K]{a(t} =[b]{u(t}
{y(t} =[d {a(t}

(2.7)

pour le domaine temporel et
[Ms*+Cs+K| {a(s} =[b{u(s}
{v(s} =[d {a(s}

(2.8)

pour le domaine fréquentiel.

Dans de tels modeles, les charges physiques extérieures (contraintes imposees,
champs de pressions, forces de controle, gravité, tension appliquée a un piézo-
électrique, etc.) sont représentées par le produit d'une matrice d'entrée b indépendante
du temps/ de la fréquence par un vecteur d'entrées u (F,(u) = bu).

Les champs physiques (translations, rotations, déformations, contraintes, charge
dans un piézo-électrique, etc.) sont ici appelés sorties et notés y. A quelques exceptions
pres (les contraintes principales en particulier), ces champs sont supposés dépendre
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linéairement des DDL ¢ (relation y=c{g dans (2.7)-(2.8)). Dans le cas des modéles
éléments finis, les fonctions de forme utilisées pour la construction des éléments
conduisent & une définition des champs physiques en tout point. En pratique le nombre
de sorties considérées est toujours fini (modele discrétisé ou test avec un nombre fini de
capteurs).

Comme pour les modéles d'état généraux, le choix des DDL est arbitraire. Dans le
cadre de la méthode des éléments finis, les états, appelés degrés de liberté, sont aussi
associés a des déplacements nodaux. Les méthodes de réduction de modele, considérées
au chapitre 4, considerent au contraire d'autres coordonnées ce qui permet de faire des
hypotheses simplificatrices mais demande de bien distinguer états et sorties.

Pour un choix particulier de DDL, la raideur dynamique K = Ms®+Cs+K
modélise la relation entre la réponse des DDL et I'approximation [bl{u4 des forces
appliquées. Pour des systemes réciproques la raideur dynamique est généralement
supposée symétrique (voir plus de détails en section 2.1.4).

2.1.3. Modes complexes

On appelle modes complexes d'un modele mécanique, les modes associés a la
décomposition spectrale générale (2.5) des modeles linéaires, diagonalisables et
invariants dans le temps. Cette décomposition étant unique, il existe de nombreuses
maniéres d'en calculer les termes. Une des approches les plus usuelles est de considérer
un modéle du premier ordre équivalent a (2.7)

MD[QD K O0mmg
@u}

o% D -Mw [
_ fag
Oh=[e 9 G0
auquel on associe deux probl emes aux valeurs propres gauche et droit
@9 ][\/\] Eb @9] =[0] et[A][eT]B\/I OBJr[eT]Eb _?\Aﬁz[o] (2.10)

ou A est la matrice diagonale des poles. Les blocs de zéros dans (2.10) impliquent que
les vecteurs propres 8 peuvent étre décomposés en une contribution en déplacement
et en vitesse YA

(2.9)

L'U Nx2N U l'UR Nx2N u
[eL]szzN - %EUL/]\] 22 Bet [6 ]2NXZN - %EL’R/]\] 22 B (2-11)

On notera que la contribution en déplacement est aussi directement liée aux
problémes aux valeurs propres du second ordre

(M +ac+kl{wd =oe{pj}[AmM+r,c+K]=0 (2.12)
Pour un modéle diagonalisable, il existe 2N vecteurs propres droits et gauches
indépendants associés a 2N valeurs propres complexes A; (poles). Comme pour le

modele d'état (2.1), il existe alors deux conditions d'orthogonalité
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eT ga WICW + AYTM Y + UM A =1,
2.13)
GIEb _M%R:wIKwR—AwIMwRA?A

dont on tire un modele d'état diagonal (de laméme forme que (2.4))

(3 =AY + TR o 0 =[ Al oy
y=le ool =lowd i

ou la décomposition en fraction rationnelle (correspondant a (2.2.c))

ewfoyg " 2[R | _
{y(s} = Z =) {4 = Z {L} [a(s)[{u(s} (2.15)

Dans les mesures expérimentales en dynamique des structures, les entrées u
correspondent généralement a des forces appliquées et les sorties y a des
déplacements/déformations mesurées. La matrice de transfert entre u et y correspond
donc a une flexibilité dynamique notée a.

Pour une excitation en déplacement par une base rigide, la fonction de transfert, qui
est alors une transmissibilité, garde une forme similaire. Ce type de problémes, courant
pour les tests de satellites sur table d'excitation rigide, est étudié plus en détail en Ref.
[girl].

En présence de modes de corps rigide (déplacements a énergie de déformation
nulle), le modéle n'est généralement pas diagonalisable. En supposant que les modes de
corps rigide ne sont pas amortis, la réponse peut cependant étre mise sous une forme de
fraction rationnelle simple

2N- 2NR | | m_zm—ZNR |R‘| [TR]
1 e - IZI S—/\j+? (2.16)

Pour un modele initial réel (et donc pas dans le cas de modéles a amortissement
structural avec une raideur complexe), les valeurs et vecteurs propres associés a des
pbles complexes viennent en paires conjuguées. |l peut par ailleurs exister un nombre
pair de modes a pdles réels. La notion classique d'amortissement critique correspond
ainsi au point de transition entre une paire de poles complexes conjugués et deux modes
réels distincts. La flexibilité dynamique des modéles mécaniques du second ordre peut
donc étre écrite comme une fraction rationnelle de laforme

Ne R O Nea [T
ats)=3 _RAj + Sij = S_[A'j]m + [Zg] (2.17)

12
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2.1.4. Modes Normaux

On sintéresse souvent en mécanique a des modéles sans amortissement. 1l est alors
usuel de préférer aux modes complexes (modes de systeme linéaire), une définition
purement liée a la description mécanique en termes de masse et de raideur. On définit
ainsi les modes dits normaux par un probléme aux valeurs propres indépendant des
propriétés d'amorti ssement

AMI{o} of +[Klund B .y (G s (218)
ou pour une masse symétrique définie positive et une raideur symétrique semi-définie
positive, il y atoujours N vecteurs propres indépendants ¢, (formant une matrice notée

2 - . e 2
¢ et valeurs propres w; (formant une matrice diagonale notée Q).

En tant que solution du probléme aux valeurs propres (2.18), I'ensemble des N
modes normaux Vérifie deux conditions nécessaires et suffisantes d'orthogonalité par
rapport alamasse et laraideur

(A M Ay =" #] o [ @' IMI =[" W] (2.19)

ou u est la matrice diagonale des masses modales. Les masses modales sont des
guantités arbitraires liées a I'échelle choisie pour les modes normaux. |l est supposé
dans la suite de ce mémoire qu'elles sont égales a 1 (u=1). Les autres définitions

habituelles consistent a normaliser un composante du vecteur (C&Jj =1) ou le vecteur

complet sur DDL considérés ( Hij H =1). Le vecteur normalisé en masse est alors donné

par {qo} = { Zg} ( H)_llz. On noteici que le choix de capteurs est susceptible de modifier

]
la définition de la masse généralisée alors que le vecteur normalisé en masse est
toujours défini de maniére unique.

L'utilisation des modes normaux comme base de description du modele conduit a
une représentation dite en coordonnées principales (notées p) de laforme

[Is2 + I's+QZ]{p} :[anb]{L}
{% =[cd{d

ou I = ¢'Ce est la matrice d'amortissement modal, Q7 la raideur modale (diagonale
des fréguences au carreé sous I'hypothese que les masses modales sont unitaires), cg la
matrice de sortie modale, et @'b la matrice d'entrée modale. Le modéle (2.20) peut
aussi étre utilisé sous laforme d'un modele d'état classique

-2 e AR Bt
B0 Be? -ripd b

0 =leo 91

(2.20)

(2.21)

L'hypothése d'amortissement proportionnel, dite aussi de Basile, consiste a supposer
gue I" est diagonale. L'utilisation de cette hypothese sera discutée en détail en section
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2.2, mais il convient de noter que si un modele la vérifie, le modéle (2.20) peut aussi
étre exprimeé sous la forme d'une décomposition en fraction rationnelle

[0’(5)] - {eaf g ‘ZS +2[T] (2.22)

s+2(a)s+a) {ws+ of

On montre aors facilement que ce modéle peut aussi se mettre sous laforme

sy ovm feoflog | {eoffbrg O 223
951 3 5 o o) 2t oo ) 229

ou A, =(w, +iooj\51—Zj2. La comparaison de (2.23) et de la décomposition en

fraction rationnelle (2.15) montre immédiatement que si I est diagonale, les modes
complexes et normaux sont proportionnels avec

Ok | rz o0 {u}={g}  -21m(A) (2.24)

2.1.5. Multiplicité, réciprocité et autres propriétés des structures

I découle de la décomposition (2.15) que les matrices de résidus liées a un mode
complexe unique ont laforme

(R, ={ew}, 0Tb ., (2.25)

ou le produit du vecteur colonne d'observabilité modale {cw j} par le vecteur ligne de

contrdlabilité modale {le,U ].} " est de rang 1. Les vecteurs propres étant forcément

uniques, une matrice résidu de rang supérieur correspond a un pdle multiple (plus d'un
vecteur propre associé a une seule valeur propre).

En pratique, les structures réelles ne présentent jamais de fréquences parfaitement
multiples. Méme des structures congues comme axisymeétrigues ne respectent pas une
symétrie parfaite et les fréquences théoriquement doubles sont Iégerement séparées.
Selon le degré de dissymétrieil est possible ou non de distinguer expérimentalement les
deux poles. Dans tous les cas ou le test permet de construire une matrice de résidus
d'ordre supérieur ou égal a la multiplicité réelle, il est possible déterminer une base
orthogonal e du sous-espace engendré par les modes (voir exemples en section 3.2.1).

De nombreux tests sont théoriquement censés vérifier le principe de réciprocité. On
est donc souvent amené a créer un modéle réciproque ou a utiliser cette propriété pour
obtenir des prédictions de FRF non mesurées.

Pour un modéle du second ordre réciproque dont les matrices M, C, K sont
symeétriques, les matrices d'entrée b et de sorties ¢ décrivant des forces et des
déplacement duaux (tels que le produit uy est la puissance injectée) sont transposées
I'une de l'autre b=c'.

Pour de tels modeles, I'utilisation de matrices symétriques conduit a I'égalité des
modes propres gauches et droits. De plus pour toute fonction de transfert collocalisée
(entrée et sortie duaux), on alarelation d'égalité entre entrée et sortie modale
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bgoull/,- =Cul; = \ RCOI (2.26)
On note I'existence d'une relation similaire pour les modes normaux ¢.

Une structure passive dissipant toujours de I'énergie, toute fonction de transfert
collocalisée doit étre positive (Re(su(s)y(s)) = 0). Pour un modele du second ordre,
dont les matrices sont symétriques la masse strictement définie positive et la raideur
semi-définie positive, une matrice d'amortissement semi-définie positive suffit a
garantir cette propriété. Pour un modéle dans la forme de fraction rationnelle, on peut
théoriquement choisir les excitations de maniére a isoler la réponse d'un seul mode. Il
faut donc garantir que

T PR RE
Re cijjc]sJCL/lilIliC]S >0  Oj,[d et s=iw (2.27)
S_AJ- S_/\j Q

On peut alors traduire la condition (2.27) en des conditions sur les résidus
R = cijch. La condition de positivité est d'emploi assez rare en analyse modale
expérimentale. Elle est cependant essentielle pour la conception de systémes de
dissipation active dont la robustesse est souvent basée sur cette propriété [and3]. Dans
les applications pratiques, la dynamique des capteurs et actionneurs conduit toujours a
une positivité limitée en fréquence ce qui limite la dissipation maximale réalisable.

2.2. Modeles mécaniques dissipatifs

2.2.1. Modéles et modeéles équivalents de dissipation

L'application méme assez grossiere de principes physiques montre que
I'amortissement lié aux vibrations de nombreux matériaux ou éléments structuraux est
une fonction complexe de la fréquence, la température, le type de déformation,
I'amplitude, la géométrie, etc. De plus, I'amortissement lié a des éléments non modélisés
(instruments, cablages électriques, parties de circuits hydrauliques, jonctions supposées
parfaites, etc.) est souvent prédominant. Sauf pour des structures particuliérement
simples, les modél es dissipatifs sont donc liés al'utilisation de lois de comportement ou
de modeles discrets fortement simplifiés. Les seuls vrais critéeres de validation de ces
modéles sont la similitude avec le comportement expérimental et la simplicité
d'utilisation.

La réponse amortie d'une structure viscoélastique linéaire est parfaitement
caractérisée par la donnée des fonctions de transfert (raideur ou flexibilité dynamique
dans les applications considérées ici). Pour un systéme non linéaire (de nombreux
phénomenes dissipatifs, frottements de Coulomb, plasticité, chocs, etc., le sont), il n'y a
pas de fonction de transfert puisque le rapport entrée / sortie dépend de I'amplitude.
Pour une amplitude donnée, les réponses harmoniques donnent cependant une
information similaire a celle des fonctions de transfert. Il est donc usuel de construire
une représentation viscoélastique équivalente a une réponse non linéaire en supposant
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gu'une réponse harmonique mesurée ou prédite correspond a la fonction de transfert
d'une structure viscoél astique équivalente [inm1].

Pour les matériaux, les modeles rhéologiques les plus usités pour les constantes
viscoélastiques sont montrés en figure 2.3 (voir Refs. [ber7,sal2] pour d'autres
exemples).

a) K, b) C) K,
[F —
Fig. 2.3: Modeles rhéologiques de solides amortis: a) amortissement visgueux,

b) raideur complexe (amortissement structural), c) solide viscoélastique
standard (amortissement viscoélastique).

La figure 2.4 montre I'évolution en fonction de la fréquence des modéles
rhéologiques de lafigure 2.3. Les amplitudes correspondent a une raideur (rapport entre
amplitude de la contrainte et amplitude de la déformation) et les phases a un taux de
perte (énergie dissipée par cycle). Le modéle visqueux est dominé a basse fréquence par
laraideur (pas de dissipation) et a haute fréquence par I’ amortissement (dissipation tend
vers I'infini). Le modéle de raideur complexe donne une dissipation indépendante de la
fréquence, ce qui est une bonne approximation pour de nombreux matériaux ou liaisons
(soudures, rivets, boulons). Pour de nombreux polymeéres cependant, la dépendance ala
fréguence est significative et seuls des modéles plus complexes comme celui du solide
viscoél astique standard permettent une représentation correcte.

Amplitude (log)
Phase

Frequency Frequency
Fig. 2.4: Raideurs dynamiques associées aux modél es rhéol ogiques standards
(figure 2.3). Amortissement (---) visqueux (---) structural (—) viscoélastique

De telles |ois de comportement, généralement déterminées par des essais trés precis
sur des éprouvettes, peuvent étre ensuite utilisées dans le cadre de prédictions é ément
fini. Les modél es résultants ont la forme générale du second ordre
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[Ms* +Cs+K +iBl{d =[0] {4

{s =[d{d
ou I'on distingue dans la raideur dynamique une partie réelle liée aux contributions de
masse et de raideur (Ms’ + K) et une partie imaginaire combinant les divers effets de
dissipation (Cs+iB). Selon les lois de comportement, les matrice dites de raideur K,
d'amortissement visqueux C et d'amortissement structural B sont constantes ou
dépendent de la fréquence.

Comme on I'avu dans la section 2.1, les systemes dynamiques ne sont caractérisés
gue par la relation entre entrées u et sorties y. Du point de vue de la modélisation
dynamique, on ne peut donc distinguer des amortissements visgueux et structuraux
dépendant de lafréquence puisgue seule lasomme Cs+iB intervient dans e modele.

Méme pour des matrices constantes, la distinction entre les différentes formes
d'amortissement peut étre difficile. Prenons I'exemple d'un systéme masse/ressort ol la
raideur du ressort suivrait les modéles rhéologiques de la figure 2.3. Pour les valeurs
paramétriques de la figure 2.4, on choisit la masse de maniéere a placer larésonance ala
fréguence ou les trois modéles de la figure 2.4 ont le méme niveau de dissipation. Les
réponses en amplitude et phase des trois modeles sont alors presgue identiques. Seul le
modéle viscoélastique a une transition de phase |égérement décalée (visible par la
position différentes de points sur le diagramme de Nyquist). Pour ce cas simple, les
modéles a amortissement visqueux et structural sont donc presque parfaitement
équivalents.

(2.28)

abs(H) (log)
Imag(H)

B L L +

Frequency Real(H)

Fig. 2.5 Flexibilité dynamique d'un systéme masse ressort dont les raideurs
sont associées aux modéles rhéologiques de la figure 2.3. Amortissement (x)
visgueux (0) structural (+) viscoélastique.

Les modéles de laforme (2.28) sont utilisé pour des modeles élément fini complets,
des modeles expérimentaux, et des modéles éément fini projetés sur la base des modes
normaux ou plus généralement sur une base de réduction (on parle alors de modele
réduit, voir section 4.1).

Pour un modele élément fini, les matrices de dissipation utilisées sont reliées a des
choix de loi de comportement. Le modéle le plus couramment utilisé est un
amortissement structural proportionnel alaraideur (module d'Y oung complexe pour un
loi de comportement isotrope). Pour un modéle expérimental, le choix de la maniére de
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représenter |'amortissement est généralement arbitraire. Pour des structures présentant
des modes peu amortis, il y a ainsi, comme pour |'exemple masse ressort, des
représentations presque équivalentes dans chague forme.

Pour un modéle réduit, la représentation initiale du modele élément fini peut étre
directement projetée. On se retrouve alors avec un modéele tres proche des modeles
expérimentaux et il devient possible de construire des représentations équivalentes d'un
autre type. Ainsi un modéle avec un amortissement structural de 2% ([ B| = 2i[K] /100)

et un modéle avec un amortissement modal de 1% ([/] = [(pTCq] = (2[‘!2\])/100) sont
associés aux décompositions spectrales

N N
H=% — (.:qo"ﬁb eH=% .C(pjﬁb

5 —w” + 21 6f 1100 + of £ -’ +2i w100 + o

J

(2.29)

dont les réponses sont trés proches. Aux résonances (w = ;) on a en effet ww, = o.f

L 'amortissement modal souvent utilisable pour un modele réduit n'est pas raisonnable
pour un modele éément fini initial, la matrice d'amortissement visqueux liée a un
amortissement modal constant pour tous les modes est en effet donnée par

C =24 Mg M|/100 (2.30)

qui est généralement une matrice pleine. Or le principe de la méthode des él émentsfinis
est de ne pas prendre en compte des couplages entre éléments disoints. Ce modele
visgueux ne pourrait donc étre le résultat de |'assemblage de matrices d'amortissement
visgueuses élémentaires. On note cependant gqu'un modéle a amortissement structural
n'a pas d'expression temporelle ssmple. Méme dans les cas un amortissement structural
est utilisé initialement on est donc amené a le représenter par un amortissement
visqueux équivalent.

La dissipation est par ailleurs souvent liée a des éléments non modeélisés (liaisons
supposees parfaites, habillage de la structure, etc.). Il est donc souvent difficile de
construire un modéle d'amortissement a partir de données sur les propriétés
géométriques et matérielles de la structure. Pour obtenir un modéle dissipatif precisil
est alors indispensable de tester la structure et de combiner informations sur les
propriétés geométriques et éastiques (traduit en un modele de masse et de raideur) et
informations expérimentales sur la dissipation (voir section 4.4).

On note aussi dans ce cadre, que I'existence de plusieurs formes équivalentes du
modele de dissipation indique gque le probléme inverse de détermination des propriétés
locales d'amortissement est mal posé et ne peut étre résolu que dans des cas simples ou
la forme du modéle d'amortissement est déterminée a priori (comme dans [reil] par
exemple).

La dépendance a la fréquence des lois de comportement est importante pour de
nombreuses applications: blocs polymeéres utilisés pour I'isolation (pales de turbines ou
d'hélicoptéres, support de moteur de voiture, de berceaux de machine dans les sous-
marins ou les satellites [dav2]), structures a matériaux viscoélastique distribué
(propergols [pied], téles sandwich pour les carrosseries [bla3], sable [bal22)]), etc.

La prise en compte de cette dépendance peut étre faite a l'aide de lois de
comportement paramétriques (du type modele standard a 3 parametres montré en
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figure 2.3) ou non paramétriques (donnée d'un module complexe a chague fréquence).
Les modéles paramétriques polynomiaux (modéle a trois parameétres ou plus) peuvent
étre assez facilement traités par une extension d'éléments finis classiques [lesl]. Les
principales limitations de cette approche sont le nombre de DDL additionnels et le colt
de développement d'éléments spécifiques a chaque forme de loi de comportement
viscoél astique.

Pour des modeles plus complexes, comme les dérivées fractionnaires [bagl], ou des
modéles non paramétriques, le probléeme est facile atraiter dans le domaine frégquentiel
(I'utilisation de modules complexes ne changeant pas les procédures) et difficile dans le
domaine temporel (il sagit alors de construire des modéles temporels équivalents
[pied]). Pour une structure non homogeéne, le calcul fréquentiel demande de réaliser un
assemblage et un calcul de réponse a chaque point de fréquence, les codts de calcul sont
donc rapidement exorbitants. Des approches de réduction de modéle rendant le calcul
possible sont considérées dans |e chapitre 5 (et en Ref. [bal22]).

2.2.2. Modéle du second ordre complet et flexibilité résiduelle

On est trés souvent ameneé a supposer que la réponse d'un groupe G de modes peut
étre précisément représentée par un modél e du second ordre soit

{0} = ([ee][Mes? + Cos+ ko] "[be] +[an(s)] it = (ac(®)] +fa @Y 3D

La réponse des modes retenus est représentée par un modéle du second ordre, on
parle généralement de modéle complet [sesl]. La flexibilité résiduelle a.(S) est
associée aux modes non retenus et les représentations possibles ont été abordées en
section 2.1.1.

Des modéles complets ne comprenant que des modes basse fréquence peuvent étre
déterminés a partir de données expérimentales ou par projection d'un modéle éément
fini détaillé (section 4.1). Comme indiqué dans la section précédente, il est usuel pour
de tels modéles d'utiliser une représentation visgueuse de |'amortissement méme si cette
représentation n'est qu'un équivalent pour le chargements et la bande de fréguence
considérée de |'amortissement réel. La section 2.2.3 considére différentes
simplifications du modéle visqueux et la section 2.2.4 traduit ces hypothéses en
propriété des modes compl exes associ és.

2.2.3. Amortissement proportionnel et proportionnel par bloc

Si le modele initial est du second ordre, I'existence de la forme (2.31) implique
clairement qu'en coordonnées principales (associées aux modes normaux)
I'amortissement ne couple pas les modes du groupe G avec lesautres (Mg =M =0)

B M 0, de 00 O O Wb
{ =[com CR%]% Bl rB'0 ol qu;bRét} (2.32)

L e cas extréme de cette hypothéese est un découplage de chaque mode par rapport a
tous les autres : lamatrice I” est diagonale, chaque mode forme un modéle complet, on
considére un amortissement par blocs de 1 mode. On parle alors d'amortissement
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modal et cette hypothése, souvent utilisée dans le cadre expérimental, est en France
attribuée a Basile.

D'un point de vue analytique, I'hypothése I diagonal est équivalente a I'existence
d'un modéle d'amortissement particulier qui peut toujours se mettre sous la forme
proposée par Caughey

C= iai M(M7K) (2.33)

La cas le plus simple de cette forme (k=1,2) correspond au modele proposé par
Rayleigh C=aM +BK d'ou |'appellation amortissement proportionnel souvent

utilisée pour I diagonal. Dans le modéle de Rayleigh, on a des amortissements trés
élevés a basse fréguence (a cause du terme a) et a haute fréguence (a cause du terme f3)
[ger3]. Si la bande de fréquence d'intérét est assez large, il peut étre impossible
d'obtenir des pbles avec des taux d'amortissement similaires a ceux rencontrés
expérimentalement. Cette limitation est une motivation usuelle pour utiliser dans le
cadre élément fini une raideur complexe (amortissement structural) qui conduit a des
niveaux d'amortissement constants.

Il n'y a que rarement des raisons physiques conduisant a trouver g, =/, =0. Il

se trouve cependant que I'influence des termes non diagonaux est souvent négligeable.
Pour sen convaincre, on considére I’ interaction entre deux modes normaux

1 ., D Vil [? Mp,0 O

H 15wl T B (239

et exprime laréponse du mode 1 décrite par la coordonnée p,

-1

Dl Vi VorS’ % x
Hs +yus+a)($+ ys+ &)
COUPLAGE (2_35)
bu y1,S bou

X

(S +yus+af) (S +yus+at)(s+ yus+ d)

TERME CROISE

On distingue dans cette réponse un terme de couplage et un terme d'excitation
croisée. Pour deux modes vérifiant la condition de séparation des résonances suivante
(proposée par Hasselman [has4])

2w flo - « 1 (2.36)

on montre que

Y1 y21SZ | Y2V 237
5+ yus+ @) +yus+ )| YV (237

Cette inégalité combinée avec la condition de positivité de la matrice
d amortissement (y,,V./ V.V < 1) indique (sans restriction contrairement a ce que

disait Hasselman) que le terme de couplage dans (2.35) est tres proche de 1 et donc que
lamodification de |’ état p, liée au coefficient y,, est négligeable.
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Un deuxieme couplage est lié a I’ excitation du mode 2 (terme croisé dans (2.35)).
Ce terme n’est comparable au terme principal en b, que si le mode 1 est trés peu excite.

Mais dans ce cas la réponse du mode 1, précise ou pas, n’a que peu d influence sur la
réponse globale. L'influence de I'amortissement non proportionnel peut donc encore étre

négligée.

* Bandwidth\\

Figure 2.6: Réponse d’un mode normal. Les effets liés a |’ amortissement ne sont
sensibles que dans une bande passante réduite (---) centrée sur w, et de largeur

y; = 2{;w;. Deux modes ne peuvent interagir fortement que si leurs bandes
passantes se recouvrent.

L es effets de termes non diagonaux de la matrice d'amortissement peuvent donc étre
négligés si les bandes passantes (voir figure 2.6) des deux modes ne se recouvrent pas.
Méme pour des structures a amortissement faible, le critere de séparation (2.36) n'est
généralement pas vérifié par tous les modes. |l convient donc de considérer au moins
les couplages entre modes proches. Ceci conduit al'introduction de I'hypothése
d'amortissement proportionnel par bloc (I diagonal par bloc, chague groupe de modes
est associé a un modele complet) qui a été utilisée pour I'identification d'une matrice
d'amortissement [bal10] et |a synthese modal e de réponses amorties a partir de modéles
de composants [bal 12].

2.2.4. Modes complexes d'un modéle complet a amortissement visqueux

Pour un modéle complet, associé a tous les modes connus ou un sous-groupe
seulement, laforme du second ordre implique clairement que

im(dag(s)]) =1 iﬁm”(s[ce][ MoS* +Cos + K] ‘1[be]) =0 (2.38)

S—

On peut par ailleurs calculer les modes complexes (2.11) correspondant au modéle
G. Le passage alalimite dans laforme de fraction rationnelle (2.15) et I'utilisation de la
condition (2.38) donne aors
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imfqarc(s) = 5 {euf tiud " =[e[wevi][n] =0 239)
Cette condition étant vraie pour b et c  arbitraires, on adonc

[wG] NGXZNG[ (l]G] ZNGXNG = [0] NG xNG (240)

En automatique, les modeles dont la forme polynomiale a un numérateur d'ordre
inférieur a celui du dénominateur sont dits propres. On a ici utilisé le fait que le
transfert force/vitesse est propre pour un modele du second ordre.

Des conditions nécessaires et suffisantes d'orthogonalité (2.13) pour les modes
complexes d'un modele du second ordre, on tire facilement deux expressions
équivalentes

c M Mt O HQT_DW!T YAY™ O
M of ~ B\Al miomH 77 T Hiagt watyH
m<0ﬂu<105 sgr = AT U O

= -ON'0" = 2.41
B -mMH “Ho -mf Sy wAy'H (241

De I'égquivalence entre (2.41) et les conditions d'orthogonalité, on déduit que tout
groupe de 2N modes complexes ¢ vérifiant la condition de propreté (2.40) forme

I'ensemble des vecteurs propres d'un modéle du second ordre dont les matrices sont
données par

=(pAy")", C=-MyAY'™, et K = {yatyT)” (242)

Il découle de ce résultat que les hypothéses de compl étude (2.31), d'amortissement
proportionnel par bloc (2.32) et de propreté (2.40) sont équivalentes. L’ exploitation de
cette équivalence pour l'identification d'un modele d'amortissement non proportionnel
(plus précisément proportionnel par bloc pour des blocs comprenant plus d'un mode) est
un résultat novateur du travail expose (voir section 3.2.3 et [bal10]).

On vérifie facilement que si le modéle ne contient qu'une paire de modes conjugués,
la condition de propreté (2.40) implique

Re(R) = Re({cwj}{ by} T) = cRe(y; 4] Jp=0 (2.43)

L'hypothése d'amortissement proportionnel est donc équivalente a I'utilisation de
modes complexes dont le résidu est purement imaginaire. En réalité, la partie réelle du
résidu n'est négligeable que pour des amortissements faibles et des modes bien séparés
en fréguence. Un amortissement proportionnel par bloc permet de représenter un plus
grand nombre de cas qu'un amortissement proportionnel pour chaque mode. Pour des
amortissements forts, il peut cependant étre impossible de trouver un modele complet
du deuxieme ordre représentant bien la réponse.
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2.3. Commentaires sur la notion d'erreur

L'erreur est la différence entre une quantité vraie et son estimation. L'estimation de
I'erreur demande la possibilité de comparer différentes estimations d'une quantité qui
doit étre définie indépendamment de la méthode utilisée pour I'estimation. Dans le
cadre de ce mémoire, les quantités considérées sont les fonctions de transfert, les
modes, et les propriétés géométriques et élastiques. Pour les problémes directs, les
propriétés geométriques et é astiques sont données et on suppose ici pouvoir construire
un modele élément fini précis de toute structure.

2.3.1. Modeles non paramétriques de fonctions de transfert

Dans toutes les études sur la réponse dynamique de systémes linéaires invariants
dans le temps, I'hypothese fondamental e est |'existence de fonctions de transfert reliant
entrées et sorties

{¥(s} =[H(S){u(s} (2.44)

Ces fonctions de transfert peuvent étre représentées de maniére éguivaente dans le
domaine temporel par des réponses impulsionelles ou des séries de paramétres de
Markov.

L'estimation de fonctions de transfert est un probleme classique de traitement du
signal (voir entre autres [ljul,mcc2,ewil]). En dynamique, seule laréponse temporelle &
une excitation ambiante ou pilotée par I'utilisateur peut étre mesurée directement. Le
signal est mesuré par des capteurs imparfaits. Il n'est généralement lié a la grandeur
physique d'intérét que pour une gamme de fréquences et d'amplitudes limitées. Il est de
plus bruité, filtré et généralement numérisé. Seule une connaissance partielle de la
réponse réelle (grandeur mécanique d'intérét) est donc possible.

Les bruits de mesures et de processus (excitations parasites) introduisent une
incertitude sur la réponse réelle. Pour la plupart des cas rencontrés en dynamique des
structures, un traitement statistique des mesures permet de réduire cette incertitude a
des niveaux suffisamment bas pour que d'autres erreurs aient une influence
prépondérante.

Pour les applications considérées ici, on retiendra essentiellement, que la réponse ne
peut étre estimée de maniére valide que pour un nombre discret de points de fréquences
sur une bande limitée par I'électronique de traitement du signal ainsi que par les
propriétés mécaniques des capteurs. On appelle modéle non paramétrique la donnée
de certaines fonctions de transfert en un nombre fini de points de fréquence.

En supposant qu'il existe un modéle linéaire exact, on peut représenter I'erreur du
modele courant sous forme de contributions additives et/ou multiplicatives telles que
(voir figure 2.7 pour une représentation en diagramme bloc)

[H(s)] =[1 + LL(I[Hu(s) + H(I)[! + Lr(S)] (2.45)
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u(s) y(s)

J Hwm(s) /T
LRr(S) L HR(s) LiL(s)

Fig. 2.7: contributions additives et multiplicatives a I'erreur.

L'utilisation d'erreurs additives et/ou multiplicatives bien qu'a priori arbitraire est
souvent dictée par le type d'erreur représentée. Ainsi un bruit non corrélé sur la mesure
de I'entrée, conduit pour l'estimateur H, [mcc2] (utilisé pour la détermination
expérimentale de fonctions de transfert) a une erreur donnée sous la forme
multiplicative

H, H=1(1+G,(s) G,(9)) (2.46)

ou G,,(s) est le spectre du bruit non corrélé et G, (s) celui del'entrée réelle.

De méme, les effets liés au comportement non idéal d'un capteur (fonction de
transfert non constante entre grandeur estimée et signal mesuré) ou aux délais temporels
d'une chaine de mesure sont généralement facilement représenté par une erreur
multiplicative.

Pour un raffinement inclusif d'un modéle analytique (Ile modéle raffiné contient le
modele initial associé aux DDL 1), on peut plus facilement écrire la différence entre
modéleinitial et modéle raffiné sous laforme additive suivante

K|c D_l|j)| O

il B PSS e ) (s T B @47
ou la différence est donnée par

e, O 3K 7K ) LoaBKK OO
Hg] = nNic 1_k |K||1K| B nNic 248
[ ] B:CHE | d cc c C E | %H)CH ( )

Les différentes représentations de I'erreur conduisent a des criteres de comparaison
de modeles. Pour des modeles caractérisés par la donnée de leur fonctions de transfert

(matrice H avec autant de lignes que de points de fréquence et de colonnes que de
fonctions de transfert).

On notera aingi le critere quadratique classique lié a une représentation additive de
I'erreur

I(H,,H,) = trace{[H, ~ H,]“[H, - H,]) (2.49)
et le critére logarithmique lié & une représentation multiplicative
00 OH,00' 0 O, O

JH,,H,) = 1 L 2.50

(Hu.H,) trace%ogHH—Z% %ogBH—Z% (2.50)

La différence entre deux modeles peut étre représentée soit de maniére additive soit
de maniere multiplicative. La mesure de cette différence par un critére associé a la
représentation choisie peut varier de maniére significative d'un critéere a l'autre. Ainsi,
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lesmodeles 1 et 3 delafigure 2.8 sont, par rapport ala comparaison des modéles 1 et 2,
plus éloignés d'un facteur 5 pour le critére additif (2.49) et plus proches d'un facteur 5
pour le critére multiplicatif (2.50).

Fig. 2.8: Modeles non paramétriques comparables de trois fonctions de
transfert. Modéle (—) 1, (---) 2, (-—) 3.

Le modéle 2 est assez typique d'une erreur d'identification a partir de données
expérimentales. Pour un pble dont I'amortissement est inexact, |'estimation du résidu est
généralement biaisée de maniere a conserver le niveau de réponse au niveau du
maximum de réponse. Le modele 3 est |ui assez typique d'une erreur liée a un modele
élément fini. On a une erreur de 2% sur la fréquence mais |'estimation du résidu est
correcte.

Pour une application en identification, le modéle 2 est donc qualitativement plus
proche que le modéle 3 car, pour des structures faiblement amorties, il est facile de
déterminer les fréguences expérimentales avec une trés grande précision. Pour la
comparaison d'un modéle élément fini avec des résultats expérimentaux, des erreurs de
guelques pour cents sur les fréquences sont attendues alors que les résidus généralement
basés sur le modele non amorti ne peuvent compenser les erreurs du modele
d'amortissement. Le modele 3 est donc qualitativement meilleur que le modele 2.

Pour l'identification (détermination de parametres modaux a partir de données
expérimentales) le critere additif (2.49) parait donc plus adapté (voir applications
[bal4,bal19]), alors que pour la corrélation calculs/essais c'est le critere multiplicatif
(2.50) (voir par exemple [bal7]). Le critere additif (2.49) étant souvent choisi pour ses
propriétés mathématiques (c'est une forme quadratique), son utilisation dans le cadre de
la corrélation calculs / essais demande de prendre en compte le fait que des erreurs de
I'ordre du pour cent sur les fréquences sont faibles (par exemple en sélectionnant des
fréquences éloignées des résonances [zim3]). On notera aussi que des critéres
combinant les réponses a plusieurs fréquences semblent aussi trés prometteurs [cogl].

2.3.2. Erreur sur les propriétés modales

Plutdét que de comparer deux modeles a I'aide de fonctions de transfert, il est
possible de comparer leurs modes. Ces comparaisons ont souvent pour objectif la
validation ou le recalage d'un modéle éément fini. Ce dernier étant en général un
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modele conservatif, on sintéresse essentiellement a des comparaisons des propriétés
liées aux modes normaux.

Les criteres classiques commencent bien sir par une comparaison des poles ou
plutét des fréguences. On pourra ainsi évaluer une erreur moyenne pour un certain
nombre de modes

2
J= Z\wjl -, (2.51)
J

Une difficulté essentielle, dés que I’ erreur est significative et/ou que la densité
modale est grande, est la nécessité d' appairer les modes (définir lafréquence d'indice ).
Cet appairage peut en particulier étre réalisé a partir de criteres de comparaison des
déformées (voir [roy3] par exemple).

Le plus simple et le plus utilisé des criteres de comparaison des déformées modales
est le MAC (Modal Assurance Criterion) donné par

Zq%w

|3lea) Tlea)

gui mesure la corrélation entre les formes modales mesurées en un certain nombre de
points ¢. Le MAC, mesurant une corrélation, ne garanti pas |'égalité et ne prend pas en
compte |'échelle du vecteur (la masse généralisée). Bien qu'il soit souvent admis qu'un
MAC au dessus de 0.9 soit bon, les différences entre deux vecteurs peuvent rester
significatives au dessus de ce chiffre.

Pour donner une meilleur idée de I'erreur sur la masse généralisée, on préférera au
MAC le facteur d'échelle pour les modes normalisés en masse

‘(C‘P)L(C@jz\ \(C (e %\ (2.53)

Ce critére donne une indication de la différence générale d'amplitude sur les deux
vecteurs (si les déformées sont identiques le facteur d'échelle est une indication directe
de I'erreur sur la masse généralisée). Le facteur d'échelle est censé étre égal a 1. Une
erreur de moins de 10% est généralement considérée comme tresfaible.

Une autre mesure extrémement précise est |'erreur relative sur le mode normalisé en
masse

MAC, = (2.52)

(c0),. - (9] (e (2.54)

Ce critere est extrémement contraignant, des valeurs de I'ordre de 20% indiquent
déja des modes qui visuellement se superposent de maniére tres satisfaisante. Le méme
critére peut étre considéré aprés mise a l'échelle a I'aide du facteur (2.53). Une
diminution nette de I'erreur indique alors que la difficulté venait d'une mauvaise
normalisation et non d'une forme différente (ceci peut arriver en particulier en présence
d'une erreur sur I'amortissement).

Ces premiers criteres ne prennent pas en compte les propriétés mécaniques de masse
et de raideur ainsi que I’ hypothéese que les déformées modales sont connues a tous les
DDL. Ces critéres imposent donc la réduction du modéle élément fini aux DDL
mesurés (voir section 4.1) ou l'interpolation des réponses pour les DDL non mesurés
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(on parle généralement d'expansion modale [oca2,roy3,smi2,lev7,hem?2]).
Une premiére série de criteres est basée sur la vérification des équations d’ équilibre
alafréquence de résonance (Ies modes normaux sont par définition autoéquilibres)

[~otm +K]{g} =1, =0 (2.55)

On remplace en général la fréquence et le mode propre par les résultats
expérimentaux. Ce critére est particulierement adapté a la détection de dommages /
erreurs car les équations d' équilibre sont bien vérifiées dans les zones bien modélisées.
Une norme euclidienne de la charge de desequilibre b, n'est cependant pas appropriée,
car elle ne permet pas la prise en compte de I'inhomogénéité des propriétés de la
structure et des unités des DDL. On utilisera donc la normalisation proposee en [kaol]
ou lanorme en énergie de déformation [bal 21].

Il peut ainsi étre intéressant de coupler les phases de comparaison et d'expansion, en
considérant les DDL non mesurés comme des inconnues du probleme [ber5]

Ky (wo) Kic(wo) Irea D

Ka(wo) Kee(@o)He 5

Une deuxieme série de critéres est basée sur les conditions d’ orthogonalité des
modes

0 (2.56)

[ MLl 4 =1 [ §'IK] ol #=[27],,,, (2.57)

La qualité du modéle est estimée en mélangeant quantités expérimentales et
analytigues et en voyant de quelle maniére les équations (2.57) sont vérifiées. On peut
par exemple considérer si

[(PIIE]NFEXN[MFE][ (qD] NxN,p :[I]NFEleD et [(éE][KFE][ %] :[QZ]NFEXN.D (2.58)

ou voir si les matrices de masse et raideur modales (aussi appelée énergies modales
[roy4]) devraient étre diagonales

[ on, = [0 Mec] @] et [Q2], . = B[Kec] @] (2.59)

sont diagonales.

Il est important de noter que les critéres basés sur la comparaison des formes
modales une a une ont un probleme fondamental d'unicité lié a I'indétermination des
vecteurs propres pour une valeur propre multiple. Prenons par exemple le systeme
masse ressort de la figure 2.9a. Les courbes de la figure 2.9b montrent clairement que
pour une variation de 10 % de k,, le MAC chute jusqu'a 0.4 alors que la fréquence varie
de moins de 1%.
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Fig. 2.9: a) Systéme masse ressort & symétrie cyclique [bal6]. b) Evolution du MAC
et de I'erreur relative en fréquence pour la comparaison du premier mode
flexible pour m, =1k =.33k, =0.34,k; =0.33 avec celui obtenu pour

k, 0[0.33,0.36].

Ce type de comportement est trés typique (voir cas expérimentaux en [bal 3,bal24] et
analytiques en [bal6,bal17]). La comparaison de deux modes proches en frégquence
devrait donc toujours se faire a |'aide de sous-espaces ou de mesures insensibles a la
forte variabilité des modes. Les critéres (2.55)-(2.59) sont appropriés mais demandent
I'utilisation d'un modele initial. D'un point de vue purement expérimental, il est
cependant possible de considérer I'erreur sur le modéle normal

[(| + AM)S* + (I +AC)s+(Q? +AK)]{@ =[(b+ab)|{4

{4 =[(c+ac{n

Dans cette représentation de I'erreur AM, AC et AK doivent étre choisis de maniére
aminimiser Ab et Ac. Ceci implique en particulier que I'on ne doit pas imposer que
AM et AK soient diagonaux (c'est a dire comparer des modéles en utilisant les
coordonnées principales associées a chacun d'eux). On trouvera une discussion plus
détaillée de ce probleme en Ref. [bal 3].

Une autre maniére de voir ce résultat est de dire qu'il ne faut pas comparer des
modes mais des modéles modaux d'une forme équivalente a (2.60) ou les quantités
caractérisées doivent étre insensibles au choix des états. Une caractérisation insensible
au choix des états ne donne aucune autre information que celle contenue dans les
fonctions de transfert. La seule différence fondamentale entre la comparaison de
modéles modaux et la comparaison de fonctions de transfert est donc liée aux
contributions résiduelles. Comme indiqué en section 2.1.1 ces contributions permettent
de représenter |'effet de modes non modélisés (car haute fréquence en général) dans la
bande de fréguence considérée. On note que si ces contributions sont introduites dans le
modéle (2.60) sous forme de modes non physiques, la comparaison des formes
paramétriques de deux modéles modauix n'est plusimmédiate.

(2.60)
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2.3.3. Erreur sur les propriétés géométriques et élastiques

Les erreurs sur les propriétés géométriques et élastiques ne sont considérées dans ce
meémoire que dans le cadre d'études sur le recalage. On suppose de plus qu'il est
possible de créer un modele élément fini représentatif de la structure considérée et que
les erreurs sur les propriétés peuvent étre caractérisées par un petit nombre de
coefficients o .

L e recalage a pour objet de déterminer les coefficients d'un modele paramétrique a
partir d'une comparaison de prédictions f(a) avec des données mesurées f,
directement comparables. En général on sintéresse a des parameétres ayant une
signification physique, le probléme inverse devrait donc avoir une solution unique (un
paramétre physique a une valeur unique). Les parametres ne peuvent clairement étre
bien déterminés que si la transformation a — f(ar) est non seulement bijective mais
auss bien conditionnée soit

a,a, proches < f(ay), f(a,) proches (2.61)

Bien que le principe énoncé soit naturel, la définition des notions de proche est un
probleme majeur. Prenons le cas de l'interférométre du MIT pour lequel on essaye de
recaler les propriétés de raideur des joints de support d'instrumentation (joints
modélisés par des éléments de poutre dont on fait varier la surface et les inerties de
flexion) et des masses positionnées sur les miroirs ou distribuées sur les plagues (voir
figure 2.10).

Mirror

1-
05 05
0 0

05 -05
Mirror mass change Plate mass change

Fig. 2.10: a) plaque support d'instrumentation de l'interférometre du MIT
[bal3,bal 7]. b) carte du colt logarithmique pour des variations des masses sur
les miroirs ou distribuées sur les plagues.

Le bon conditionnement de la transformation inverse, demande dans un premier
temps un sensibilité suffisante du colt aux différents paramétres. Latable 2.1 indique
ainsi que le paramétre A (section de I'éément de jonction ) n'est pas identifiable. Par
ailleurs, les masses ont une influence beaucoup plus faible sur I'erreur relative des
fréquences propres que sur le codt logarithmique sur les fonctions de transfert. On voit
donc que différents modéles sont plus ou moins proches selon le critére. Une derniére
difficulté est mise en évidence dans la figure 2.10b ou I'on regarde la carte du colt pour
une variation de deux modifications de masse. Cette carte présente une vallée
correspondant a une modification dont la masse totale est constante. Il y a donc une

29 22/4/97



2. Modes, modéles modaux, erreurs

bonne sensibilité a chacun des parametres, mais impossibilité de déterminer autre chose
gue leur somme. Latransformation est mal conditionnée.

Table. 2.1: Modifications nominales considérées et changements associés du colt
sur les fréquences modales et du colt logarithmique sur les FRF.

Parameter Initial Vaue and Change in modal ChangeinlogLS
standard change frequency cost cost
Link I 2 10-11 m# (+100%) 18.00 514.80
Link 1, 10-11 m# (+100%) 131.60 2734.21
Link A 10> m2 (+100%) 0.90 0.70
Mirror mass 2.224 Kg (+500 g) 10.26 3816.10
Didgtributed plate mass | 0.970 Kg (+500 g) 7.46 3437.50

Le travail présenté dans ce mémoire ne propose pas de traitement général des
problémes d'unicité. Cependant, la réduction de modeles paramétrés, considérée au
chapitre 5, conduit a une caractérisation des sous-espaces de réponse de chaque modeéle.
La comparaison des sous espaces nécessaires a la description de la réponse des
différents modél es considérés dans un probleme inverse devrait donc a terme permettre
une meilleure prise en compte du conditionnement de la transformation.

2.4. Conclusions et perspectives

On a mis en évidence que les modeles dynamiques de structures possedent des
propriétés particuliéres comme la réciprocité, la possibilité d’ associer propriétés de
masse, d’amortissement et de raideur a certains groupes de modes ou d’ utiliser une
flexibilité résiduelle indépendante de la fréquence pour représenter les contributions des
modes de haute fréquence. Ces rappels de résultats plus ou moins classiques sont tres
importants dans le choix, abordé au chapitre 3, des paramétrisations de modéles utilisés
en identification de propriétés modales a partir de mesures dynamiques expérimental es.

L'utilisation de représentations équivalentes de différentes formes d'amortissement
est tout a fait essentielle pour la prédiction de la réponse vibratoire des structures
amorties. L'utilisation pratique de ces équivalences a été considérée dans des
applications expérimentales [bal9,bal 10] et analytiques [bal22]. Mais le sujet est loin
d'étre clos et constitue un de mes centres d'intéréts majeurs.

Il a été clairement montré que les divers criteres de comparaison des quantités
considérées en dynamique des structures (fonctions de transfert, modes et modéles
modaux, propriétés géomeétriques et matérielles) sont loin d'étre équivalents et qu'un
choix inadapté peut conduire a de tres mauvais résultats. Une fois encore le sujet n'est
pas clos et doit étre reconsidéré dans le cadre de la résolution des problémes inverses:
identification et recalage.
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3. IDENTIFICATION DE MODELES MODAUX

L'exploitation des résultats de tests passe généralement par la détermination
expérimentale de propriétés modales. De nombreuses méthodes ont été proposées dans
la littérature sur |'analyse modale expérimentale, pour les mécaniciens, ou
I'identification de systéme, pour les automaticiens.

La section 3.1 analyse une nouvelle approche de I'identification par raffinement
itératif de modéles. Les itérations permettent un compromis essentiel entre I' “art” de
I'opérateur qui peut détecter des particularités de la réponse (modes locaux par exemple)
et la rigueur d'une optimisation mathématique. L'expérience acquise par des
applications a plusieurs centaines de cas réels permet de tirer quelques conclusions
guant aux avantages de la méthodol ogie proposée.

Le modéle considéré initialement ne permet pas de prendre en compte les
contraintes de minimalité, réciprocite et éventuellement compl étude (représentation par
un modele masse/amortissement/raideur) désirables pour le modéle final. La section 3.2
aborde différentes méthodes d'approximation par des modeles vérifiant les contraintes
souhaitées. Il est montré comment cette deuxieme phase dans le processus
d'identification permet un contréle utile de la qualité du modele. Une premiere
démonstration expérimentale de la possibilité d'identifier des coefficients
d'amortissement non proportionnel est enfin donnée.

La méthode d'appropriation modale est une alternative classique a |'extraction de
propriétés modales a partir de fonctions de transfert mesurées. Une analyse de différents
résultats de tests conduit a une discussion en section 3.3 des qualités et limites de cette
méthode. L'extraction des parametres modaux est aussi abordée.

L'utilisation de résultats de tests pour des applications de qualification voire de
certification (comme pour le flottement) demande une grande confiance dans la qualité
et la reproductibilité des résultats. Le groupe GARTEUR sur les essais au sol, dont les
travaux sont évoqués en section 3.4, a pour objectif de comparer méthodes et résultats
de tests réalisés sur une méme structure par 12 laboratoires européens.

3.1. Identification des propriétés modales

Le mot identification est utilisé ici pour désigner I'ensemble des méthodes dont
I'objectif est de caractériser un modéle paramétriqgue (modele d'état, fraction
polynomiale, péle/mode complexe, ou modes normaux/amortissement) a partir de
mesures de la réponse dynamique d'une structure. Ce probléme a fait I'objet d'une
littérature trés abondante en mécanique et en automatique (avec parfois quelques
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conflits entre les deux communautés [ibr2]). La section 3.1.1 propose un classification
possible des méthodes les plus usuelles et la section 3.1.2 les raisons ayant motiveé le
développement des nouveaux algorithmes présentés dans ce mémoire (voir aussi les
Refs. [bal2, bal4, bal 10, bal 19, val1]).

Les sections suivantes détaillent I'algorithme IDRC (ldentification de Résidus
Complexes), présentent des applications typiques et situent ses performances par
rapport a d'autres algorithmes. La prise en compte de contraintes supplémentaires
(multiplicité, réciprocité, etc.) n'est abordée qu'en section 3.2.

3.1.1. Classification des méthodes existantes

Comme montré dans la figure 3.1, les méthodes d'identification peuvent étre
classifiées en termes de données, paramétrisation, fonction colt et algorithme utilisés.
La plupart des variantes possibles ayant été étudiées, il n'est pas pensable de faire une
comparaison exhaustive avec la littérature existante (voir syntheses en
[ewil,all9,all6,fulll]). Les paragraphes suivants abordent chacun des points de la
classification proposée en faisant référence une partie de lalittérature existante.

Données

Temps/fréguence,

filtres, moyennes,

bande passante
Fonction Coat
Temps/fréguence, Algorithme .
quadratique, log, Direct, optimisation, = Modele
pondération, reparameétrisation identifié
erreur paramétrique

Paramétrisation
Polynome, modéle
d'états, pble/résidu,
minimal, réciprogue

Fig. 3.1; Eléments de caractérisation des méthodes d'identification.

Dans la plupart des applications en dynamique des structures, il est possible de
répéter le test et/ou de contréler les entrées. Pour une structure linéaire, il est donc
souhaitable d'utiliser des outils statistiques de traitement du signal pour diminuer les
niveaux de bruits ou la variance sur les données estimées. Indépendamment du fait que
le colt utilisé pour I'identification soit fréquentiel ou temporel, on commence donc par
estimer les fonctions de transfert, les réponses impulsionnelles ou les paramétres de
Markov qui sont des représentations équivalentes d'un systéme linéaire. On parle pour
cette étape d'identification non paramétrique [ljul] ou d'estimation de fonctions de
transfert [mcc2)].
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Une structure continue ne peut étre représentée que sur un bande de fréquence
limitée. La représentation fréquentielle a donc I'avantage certain d'une prise en compte
facile de la bande passante du modele. Par ailleurs, le test en excitation sinus permet
une répartition non uniforme des fréguences, ce qui permet en particulier de positionner
suffisamment de points prés des résonances.

La paramétrisation retenue conditionne de maniere directe les algorithmes
d'optimisation pouvant étre mis en place. Les méthodes basées sur |la décomposition

spectrale
NCD{w}{wia {w}{wbm“m{wﬂfj AHg e

=20 i &

sont les plus anciennes. Les méthodes a un ou plusieurs degrés de liberté [ewi 1], dont l1a
tres ancienne méthode des cercles, sont basées sur des formes simplifiées de cette
paramétrisation. Les méthodes d'appropriation modale [ball4,ottl] utilisent
implicitement cette paramétrisation avec I'hypothése d'un pble unique pour I'extraction
des parametres modaux (voir section 3.3). La procédure habituelle de la plupart de
méthodes (voir section 3.1.2) est d'estimer les poles puis d'utiliser la forme (3.1) pour
estimer les résidus. La méthode IDRC étudiée ici permet une optimisation non linéaire
de modéles de cette forme.

Pour des systemes a plusieurs entrées, la décomposition des matrices de résidu en
contributions liées aux entrées et aux sorties conduit a I'utilisation de modéles de la
forme (Ibrahim Time Domain method [pap2], Polyreference Least Squares Complex
Exponential LSCE method [crol,cro2], Frequency Domain Polyreference [zanl])

[H(s) =[V]§S_1

@L] ou [h(t)] =[V]['e"][L] (3.2)

i
gui est un cas particulier (diagonal) des modeles d'état ([hobl], Eigensystem Realisation
Algorithm ERA [jual])

[H(s] =[Clls - A ou [h(t)] =[C][¢"][g] (33)

L es méthodes basées sur des paramétrisations polynomiales

o = ol lalse+as” @ u(s} (34)

0 b, +bs+- +bs"

sont étudiées depuis longtemps en automatique (méthodes ARX, ARMAX, OE, etc.
généralement associées a une représentation temporelle [ljul]) et en dynamique des
structures [auw2,ricl,all9]. Cependant seules des méthodes récentes permettent de
prendre en compte |'unicité du denominateur et les contraintes de rang des matrices a,
liées & l'unicité des déformées modales.

On remarguera que cette paramétrisation est fondamentalement mal conditionnée
pour les structures. On montre en effet facilement [jac2], que le nombre de chiffres
significatifs nécessaire (sur les coefficient a;,b;) augmente tres vite avec le nombre de

pbles. Leur identification pose donc des problemes que seules des méthodes plus
complexes basées sur des bases orthogonal es de polynémes peuvent résoudre [ricl].
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Différentes méthodes [leu2, cral,leel] utilisent enfin une paramétrisation du second
ordre

= [c][l +Cs+ IZSZ][B] (3.5

qui ne correspond pas exactement a un modele masse, amortissement, raideur complet
car laréciprocité n'est pasimposée (on utilise K = M™'K,C =M™C,b =M ™b).

Dans le domaine fréquentiel, la plupart des méthodes utilisent le colt additif (2.49).
Pour I'identification des antirésonances, il peut étre cependant utile de considérer le colt
multiplicatif logarithmique (2.50) (voir par exemple la méthode, trés proche d’'IDRC,
développée par Jacques [jacl] a une période ou nous travaillions dans le méme
laboratoire).

Dans le domaine temporel, le colt additif est utilisé par |es méthodes polynomiales
(ARMAX, etc.). Les méthodes basées sur des paramétrisations d'état (3.3) ou (3.4)
cherchent par contre une approximation de la matrice de Hankel

D [y ] NSxNA [y ]NSXNA y(kt+i )]NSXN B
[h(kt)],, = D[y e s i) k”" SR
D : : B 0
%y(kt * jp_l)] NSx NA [y((k+ Jp-t +i1)t)] [y( k+ Jo-1 ¥ )]B
qui pour un modéle d'état sécrit clairement sous la forme suivante
D C O
J1 0 .
[(kt)] gAk]’ AB - A'P'lB] (3.7)
%:Ap *H

dont le rang est clairement limité par celui de A. Aucun lien simple ne semble exister
entre le coOt additif et la qualité de |'approximation de la matrice de Hankel.

Le probléme d'optimisation étant non linéaire, presque toutes les méthodes utilisées
aujourd’hui décomposent le probléme en deux étapes linéaires. Dans le cas de la
dynamique des structures, on commence par estimer les poles A; et |es entrées modales
L/JJ-Tb (matrice d'entrée L dans (3.2), B dans (3.3), etc.) Les entrées modales sont souvent
appel ées facteurs de participation modaux mais cette terminologie tend afaire oublier la
dualité, naturelle pour les systémes réciproques, entre entrées et sorties.

Pour A, et /b donnés, la décomposition en fraction rationnelle (3.1) est une

fonction linéaire des sorties modales {Cl/l j} et des termes résiduels T, et E qui peuvent

donc étre estimeés par résolution d'un probléme de moindres carrés. Bien que cette étape
puisse étre réalisée aussi bien dans le domaine temporel que dans le domaine
fréguentiel, I'nabitude est de e réaliser dans le domaine fréguentiel (avec le colt additif
(2.49)). L'introduction des termes résiduels T, et E dans cette second étape est
essentielle car les méthodes usuelles ne peuvent les prendre en compte dans I'étape
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initiale de détermination des pdles et un modele de structure sans termes résiduels
donne souvent des résultats trés moyens (voir Ref. [doel] par exemple).

3.1.2. Besoins et solutions permises par IDRC et IDRM

Comme indigué dans I'organigramme de la figure 3.2, la plupart des algorithmes
courament utilisés, comprennent une étape d'estimation des pdles et une étape
d'estimation des résidus. Comme indiqué dans la section précédente, la deuxiéme étape
permet I'introduction de termes résiduels, la selection de I'ordre et I'élimination des
modes de calcul. Il est largement accepté que cette étape ne doit pas de faire de maniére
totalement automatisée mais résulter de choix de I'utilisateur basés sur une grande
sélection de critéres.

Parmi ces critéres, on distingue principalement [all9] les suivants. Les estimations
du rang basées sur la décomposition en valeurs singuliéres des réponses mesurées
[pir2,picl] et les fonctions indicatrices de modes [wil2] donnent une indication du
nombre de modes présents et de leur fréquence indépendamment de toute méthode
d'identification. Les diagrammes d'erreur donnent une estimation de I'erreur en fonction
du nombre de modes retenus. Ces diagrammes sont basés sur un modeéle sans termes
résiduels et peuvent donc donner des résultats tout a fait inadaptés [doel]. Les
diagrammes de stabilisation sont basés sur I'hypothése que les modes de calcul
changent avec I'ordre du modéle alors que les propriétés physiques se stabilisent. La
stabilisation des fréquences, amortissements, et déformées modales permet donc de
sélectionner des modes physiques.
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1 Egtimation initiale des poles et
entrées modales

2 Selection de I'ordre, dimination
des modes de calcul

Calcul des sorties modales et termes
résiduels (moindres carrés)

3 Ajouter modes réestimés
Enlever modes de calcul

< Comparaison model e/test

Incompl et
Acceptable

Modele pble résidu minimal

Cas Usud

Figure 3.2: Organigramme représentatif de la plupart des algorithmes
d'identification utilisés de nos jours.

L'utilisateur ayant une part importante dans le choix des péles et entrées modales
retenues, il convient de réaliser |'identification de maniére itérative. Les méthodes
usuelles laissent a I'utilisateur le soin de ces itérations. La vérification des fonctions de
transfert synthétisées aprés détermination des sorties modales conduit ainsi I'utilisateur
achanger sa sélection de modes, éliminer d'autres modes de calcul ou recommencer une
estimation initiale avec par exemple sélection d'une bande de fréquence restreinte (étape
3 del'organigramme).

Les algorithmes d'Identification de Résidus Complexes (IDRC) et multiples
(IDRM), dont I'organigramme est donné en figure 3.3, ont été congus comme une
extension semi automatisée de ce processus.
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1-2 Estimation initial e bande étroite ou

tout algorithme classique

P6les du modéle courant

Calcul desrésidus et termes
| résiduels (moindres carrés) |

Modéle pdle/résidu courant

4 Optimisation des pbles 3 Ajouter locaux, enlever
Bande large/étroite modes de calcul, etc.
4< Comparaison modél eftest >7
Moyen Incompl et
Trésbon

Modéle pdle/résidu sans contraintes

IDRC

Résidus vérifiant minimalité, réciprocité
positivité, complétude, etc.

Optimisation résidus
vérifiant contrainte(s)

Comparaison résidus contraints/
non contraints
IDRM

Figure 3.3: Organigramme des I'algorithmes IDRC et IDRM.

Les estimations initiales fournies par la plupart des algorithmes usuels ne peuvent
pas prendre en compte des contributions résiduelles, car I'optimisation deviendrait non
linéaire et donc trop colteuse. Les contributions résiduelles, dont on sait qu'elles sont
importantes, doivent donc étre représentées par des modes dits de calcul qu'il faut
éliminer dans la phase d'estimation des sorties modales. Cette élimination conduit
clairement a un modéle non optimal.

La premiére caractéristique de I'algorithme IDRC est donc l'introduction d'un
raffinement itératif du modele dans sa forme finale (pdle/résidu). Cette optimisation est
non linéaire et I'écriture d'algorithmes exploitables en pratique est donc un aspect
essentiel. A partir d'un modéle initial, I'optimisation du modéle permet de passer d'un
modéele moyen a un trés bon modéle. L'optimisation, toujours utile, n'est donc
essentielle que pour des applications ou une grande précision est recherchée. La
création de modeéles pour le contréle actif est particuliérement exigeante et différentes
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équipes ont démontré |'utilité des dével oppements proposés pour ce type de problemes
[blad,petd,fri2).

La deuxieme caractéristique est de ne considérer que les pbles comme variables
d'optimisation. La résolution du probléme de moindres carrés conduit donc a une

estimation des résidus (produit {Cl/Jj}{ L[/]T}) ) plutét gu'a celle des sorties modales
{cw j} associées a des entrées {l,UJTt} déduites de I'estimation initiale. Cette différence
n'existe que pour les tests a plusieurs entrées pour lesquels {L,U]Tk} est un vecteur et non

plus seulement un facteur. Le résidu identifié par IDRC ne vérifie pas la contrainte de
rang liée au produit {cwj}{ I,U]T}) , I'algorithme IDRM est donc introduit pour trouver

une approximation minimale (de rang contraint) d'un résidu identifié. L'estimation
initiale des algorithmes classiques ne contenant pas de termes résiduels, on a tout lieu

de suspecter que les entrées {L,UJTt} associées sont significativement biaisées. Avec les

algorithmes IDRC, IDRM ce biais disparait et on peut attendre une plus grande
efficacité pour des tests a plusieurs entrées.

L'utilisation des pbles comme seules variables permet par ailleurs de déterminer les
pobles initiaux et de les optimiser a partir de données sur une bande de fréquence étroite.
Ceci permet en particulier de raffiner le modéle par gjout et optimisation de pbles
physiques, dont les résonances sont vues sur les données ou les fonctions indicatrices de
mode, plutét que par éimination des modes de calculs. Ce changement de perspective
(approche préconisée dans [bal 2]) permet de construire assez facilement des modéles ne
comportant que des modes physiques.

Allant plus loin que les méthodes usuelles, des variantes de I'algorithme IDRM
permettent enfin de prendre en compte les contraintes de réciprocité, positivité, ou de
déterminer des propriétés de masse, amortissement et raideur (voir par exemple la
démonstration expérimentale de la possibilité d'identifier certains coefficients
d'amortissement non proportionnel [bal10]). L'optimisation du modéle par IDRC
semble étre une étape essentielle pour la détermination de ces modeles qui demandent
une grande précision sur les résidus.

Les algorithmes IDRC et IDRM sont détaillés dans les sections suivantes. |l est
cependant utile ici de noter quelques problémes usuels et de montrer en quoi la
méthodol ogie proposée permet leur résolution.

Une résonance visible sur la mesure est mal représentée par le modéle. IDRC
permet d'optimiser ce pble sans changer les autres et donc sans dégrader la prédiction
d'autres modes.

Une résonance du modéle ne correspond pas a une résonance physique. Presgue
tous les algorithmes large bande classiques utilisent des modéles contenant
significativement plus de modes que le nombre réel. Les modes additionnels (dits de
calcul) doivent étre éliminés. L'automatisation de cette élimination, n'est pas robuste et
la précision du modele résultant n'est pas garantie. Cette difficulté n'existe pas dans
I'approche proposée de construction de modéle par ajouts successifs des différentes
résonances physiques.

Comment identifier un mode tres localisé ? Certains modes peuvent n'‘avoir une
réponse significative que sur quelques capteurs. N'utiliser que la réponse de ces
capteurs détériore souvent la prédiction d'autres modes. Utiliser toutes les réponses
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mesurées, introduit des différences entre le modéle et la réponse plus grandes que la
réponse du mode recherché que I'on arrive donc pas a estimer. Le raffinement itératif
d'un ensemble de pbles permet de déterminer le pdle du mode local a partir de quelques
fonctions de transfert tout en utilisant I'ensemble des données pour les autres pdles.

Que faire en présence de fortes densités modales ? En présence de fortes densités
modales, il est souvent difficile de démontrer la présence de modes multiples ou le fait
gu'un mode est physique. L'approche IDRC s'est montré tres efficace dans de nombreux
cas industriels et |a phase de détermination de modéles contraints (IDRM) permet des
vérifications efficaces du résultat obtenu.

Comment obtenir un modele large bande ? La création de modéles précis demande
dans la plupart des méthodes d'utiliser des lissages sur une bande de fréquence partielle.
Lapossibilité dIDRC d'aterner entre lissage bande étroite et large permet de construire
un modéle large bande tout en compensant les erreurs systématiques introduites par
I'estimation des modes sur une bande de fréguence étroite.

Comment obtenir un modele minimal, réciproque ou estimer les propriétés de
masse, amortissement et raideur ? Les méthodes d'identification courament utilisées
conduisent a des modéles ne vérifiant que I'hypothése d'unicité des vecteurs propres
(modéle minimal). Trois variantes de I'algorithme IDRM ont été développées pour
prendre en compte les contraintes de multiplicité, réciprocité ou représentation par un
modéle du second ordre avec des propriétés de masse, amortissement et raideur.

3.1.3. Optimisation d'un modéle péle/résidu non contraint (algorithme IDRC)

L'algorithme IDRC cherche a représenter un bloc de fonctions de transfert mesurées
sans tenir compte des propriétés particuliéres des résidus d'un test a plusieurs entrées et
plusieurs sorties. Les réponses mesurées sont donc stockées sous la forme d'une matrice
H, de dimension NW (nombre de points de fréquences retenus) par NF (nombre de
fonctions de transfert considérées, en général NF est égal au produit du nombre
d'entrées par le nombre de sorties) .

On fait I'hypothese qu'il existe un modeéle écrit sous la forme de fraction rationnelle
(2.5) avec un terme constant E représentant la flexibilité résiduelle des modes haute
fréquence et untermeen 1 s° utilisé Sil y alieu de représenter la contribution en masse
des modes de suspension ou de corps rigide. En I'absence de contraintes sur la forme
des résidus, ce modéle peut étre écrit comme le produit

(3.8)

Ao
o000

~ = = ! ! 0
[HTeSt]NWXNF ~[CD(A]’S)][R] ) %’7/\1 o sZ%JWx(Nmz)

Linp-+2)xNF

ou chaque ligne de @ correspond a une fréquence (valeur de s=iw ) et chaque
colonne a un pble ou terme résiduel . En pratique [bal 2], on utilise souvent des variantes
de laforme (3.8) pour séparer les parties réelles et imaginaires des résidus, imposer une
partie imaginaire nulle (hypothése d'amortissement proportionnel), ou inclure les modes
conjugués.

Différents auteurs ont cherché a optimiser tous les paramétres du modéle (3.8)
(pdles A; et résidus R). Pour un petit test, a 2 entrées, 5 sorties et 5 pdles 120
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parameétres doivent étre identifiés. Pour un test a 30 modes et 15 entrées/sorties, le
nombre est de 13785. Une réduction de taille est donc indispensable pour la plupart des
cas industriels et la solution de cette difficulté est un aspect novateur fondamental de
I'algorithme IDRC.

Plutét que de restreindre le nombre de fonctions de transfert [picl], IDRC considére
les résidus comme fonctions des poles et des données de |la maniére suivante. Le
modele (3.8) dépend linéairement des résidus R. La minimisation du colt quadratique

H
Jows = trace{Hre = (4 )R ) (Hrw - (2, )R )H (3.9)
est donc un probléme de moindres carrés dont |a solution explicite est donnée par

(R} =[e0) oft,)| Tofn ) Torved (310

La contribution de chaque pble n'étant importante que prés de sa résonance, le
probléme est naturellement bien conditionné. Comme en pratique, des approches
numériquement plus efficaces et robustes que I'expression (3.10) sont utilisées, les
guelques problémes que I'on pourrait attendre lors de I'utilisation de modes dont la
fréquence est en dehors de la bande ou de modes trés proches (dont les résonances
confondues) ne détériorent pas la qualité de I'estimation des résidus des modes de la
bande.

Le colt numeérique de la détermination des résidus est assez faible méme pour de
gros problemes industriels. L'optimisation du modele (plus précisement de ses pbles)
est donc raisonnable dans la mesure ou le nombre d'itérations ne dépasse pas quelques
dizaines. Pour accélérer I'optimisation, on utilise le gradient du codt. L'expression
explicite du colt est (d'apres (3.9) et (3.10))

)

trace%ﬂeﬂ(l G cpT)zamg

(3.11)

ce qui conduit a une expression explicite des dérivées partielles du colt par rapport aux
paramétres 0 (parties réelles et imaginaires des différents pdles)

0J
T Aa-a.y) =R (3.12)

L es problemes d'optimisation avec calcul explicite du gradient sont classiques et ont
fait I'objet de nombreuses études. Peu de méthodes sont cependant efficaces car le
probléme considéré ici est non convexe et souvent mal conditionné (la sensibilité du
colt adivers pdles different souvent par plusieurs ordres de grandeur).

Devant ces difficultés, une approche de dichotomie ad-hoc a été développée et a
permis jusqu'a maintenant une bonne utilisation de I'algorithme. Cette approche utilise
uniguement le signe des composantes du gradient (3.12) pour déterminer si les parties
réelles ou imaginaires de différents pbles sont sur- ou sous-estimées. Un pas initial est
choisi pour les composantes (réelles, imaginaires) des pbles a optimiser. A chaque
itération, on fait un pas sur chaque composante dans la direction indiquée par le signe
de la dérivée partielle du colt. Si, pour une composante, le signe de la dérivée partielle
change, le pas est divisé par deux.
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Cette optimisation ne fournit aucune garantie de convergence mais a donné des
résultats tres satisfaisants sur des centaines d'applications pratiques. Des essais
d'algorithmes plus classiques (gradient et gradient conjugué) ont donné des résultats
satisfaisants (en particulier moins erratiques que I'approche par dichotomie), mais la
convergence est pas forcément plus rapide et on peut se stabiliser loin de I'optimum. La
détermination d'une meilleure philosophie pour le choix des algorithmes utilisés pour
I'optimisation reste donc un sujet de recherche active (stage de C. Vallet [vall] en
particulier).

3.1.4. Exemples d'applications

Considérons un premier exemple représentatif de la création d'un modele large
bande contenant un nombre significatif de modes. Pour une expérience de contréle actif
des vibrations d'une plaque [Pet4], on cherchait a créer un modéle sur la bande 400-
2000 Hz. La comparaison modéle/données, montrée dans la figure 3.4, indique
clairement la qualité des résultats pouvant étre obtenus. Les deux courbes sont en effet
s proches que seule une comparaison avec la norme de la différence modéle/données
permet de distinguer les variations de I'erreur (Ia norme de la différence est toujours au
moins 20dB au dessous de la réponse).

Le modéle ainsi construit est un modéle large bande associé a un seul modéle d'état.
Une grande partie des méthodes établies créent des modeles par bandes. De tels
modéles ne sont pas utilisables pour la synthése d'automatismes en vue du contrdle des
vibrations.

Le modele ne contient aucun mode de calcul. |l tient cependant compte ici des
propriétés de capteur des piézoélectriques. L'excitation par ce type de matériaux
introduit en effet des poles trés amortis dont I'effet est similaire a la présence de
capacités ou de délais temporels placés en série sur chaque capteur. L'utilisation
proposée d'une approche par raffinement de modéle est seule a méme de permettre la
construction d'un bon modéle dans un cas combinant des modes presque réels et une
forte densité de modes peu amortis.
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fication de 2 modes avec des données a priori insuffisantes. Les

diagramme de Nyquist montrent des résonances bruitées et superposées. Les 2
déformeées des 2 modes déterminés par appropriation sont montrés a droite.

Dans ce premier exemple de bonnes données ont permis une identification trés

précise. A |'opposé

I'exemple suivant, tiré d'une mesure sur avion (Airbus A340),

montre gu'il est possible d'obtenir de bons résultats a partir de données a priori
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insuffisantes. On considére généralement qu'il faut au moins 5 points de fréquence pour
bien identifier une résonance (plus si les données sont bruitées) et au moins 2 entrées si
les résonances de 2 modes sont confondues. On disposait ici de FRF acquises en sinus
mal stabilisé (et donc bruitées voir figure 3.5), sur 7 points de fréguence, et contenant 2
modes pour une seule entrée.

L'insuffisance de ces données ne devrait pas permettre une bonne identification, les
deux modes concernés ayant été déterminés par appropriation il est cependant possible
de valider les résultats obtenus (voir comparaisons dans la table 3.1). Les criteres
utilisés sont le MAC (2.52), le facteur d'échelle sur la masse généralisée (2.53), la
norme relative sur les vecteurs normalisés en masse (2.54) sans et avec correction
déchelle.

Table 3.1: Comparaison de 2 modes identifiés avec IDRC sur des données
insuffisantes avec 2 modes déterminés par appropriation (voir section 3.3).

fo=fw 400w [MAC @'a, lao-a, @) |17 % al
Fap Cap (UApT Dy H(pAPH
4.712% |-42.142%| 0.975| 0.984 15.9 % 16.0 %
-0.278% |-15.032% 0.941 0.927 24.2 % 24.9 %

Sur les 40 capteurs disponibles (voies de référence) les formes modales et les
masses généralisées sont tres proches. Les erreurs résiduelles ne sont pas dues a une
erreur sur I'amortissement car la correction d'échelle diminuerait significativement
I'erreur entre les deux dernieres colonnes. On remarque gue la non linéarité conduit a
une variation significative des fréquences et des amortissements (les FRF sont mesurées
afaible niveau, I'appropriation utilise de forts niveaux). La variation de fréquence est
confirmée par le test dit dimpédance mais la variation de -40% de |'amortissement sans
changement de masse généralisée est un résultat trés original. On notera qu'il est
parfaitement cohérent avec I'idée usuelle que I'amortissement des avions est fortement
lié a des rattrapages de jeux dont les effets augmentent avec |I'amplitude.

3.1.5. Efficacité par rapport aux méthodes usuelles

La fonction de transfert montrée en figure 3.6 est tirée d'un exercice Round-Robin
de validation de différentes méthodes d'identification [ahl1]. Pour étre sélectif, cet
exercice, réalisé en aveugle (le modele sous-jacent n'est pas connu des participants),
combine paires de modes proches, mauvais conditionnement pour la réciprocité et
réponse temporelle a prédire excitant principalement deux modes difficiles a identifier.
La combinaison des algorithmes IDRC et IDRM est la seule a avoir permis de
reconstruire presque exactement la réponse temporelle du modéle théorique. Les
méthodes proposées sont donc clairement validées et ont donné dans ce cas difficile des
résultats plus précis que ceux des méthodes du commerce et de recherche utilisées par
les autres participants al'exercice.

Ceci dit, la qualité d'une méthode d'identification dépend de trés nombreux facteurs.
La qualité des données (niveau de bruit, présence de biais, résolution fréquentielle), le
comportement général de la structure (densité modale, effets large bande liés aux
capteurs ou a la structure, niveaux d'amortissement, etc.), I'expertise de I'opérateur (sa
capacité a détecter les problemes et a modifier les paramétres de la méthode pour les
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éliminer), et I'adaptation de la paramétrisation choisie a la réponse mesurée (modéliser
I'attitude d'un avion ou ses vibrations ne demande pas les mémes types de modeles)
interviennent ainsi de maniere trés importante. De plus, la réalité physique ne se
comportant jamais exactement comme un modele aussi complexe soit-il, la notion
méme d'erreur est difficile a définir. Plutdt que de chercher a déterminer la meilleure
méthode, il faut donc se résigner a seulement bien identifier les avantages et
inconvénients de différentes approches pour différents types de problémes.
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Fig. 3.6: Round-Robin exercise on modal parameter extraction [ahl1].
a) Comparaison modele et FRF donnée. b) Réponse temporelle et excitation
pour une fonction de transfert non mesurée.

Comme indiqué en section 3.1.2, I'algorithme IDRC gjoute aux méthodes usuelles la
possibilité d'optimiser le modéle dans sa forme finale. Les pbles sont les seules
inconnues que I'utilisateur a besoin de manipuler. Comme, apres optimisation ces poles
sont presgue toujours bons, les questions que |'opérateur se pose sont: tel ou tel pic est il
associé a un mode? (une estimation bande étroite permet de trouver le pole associé), tel
ou tel mode du modéle est-il bien optimisé car sa résonance ne colle pas aux données?
(on peut optimiser en bande large ou étroite et éventuellement ragjouter un autre mode
dans des cas de modes proches). Cette approche est clairement beaucoup plus simple
gue de jouer sur des choix d'ordre de modéle et de pondération ou d'essayer des
centaines de pdles présents dans un diagramme de stabilisation.

L'optimisation étant réalisée dans la forme finale, le modéle obtenu par IDRC ne
peut étre que meilleur que celui obtenu par une autre méthode (plus précisément,
meilleur au sens du colt additif utilisé par IDRC et un grand nombre d'autres
méthodes). La forme finale (3.1) n'est cependant pas toujours adaptée comme l'illustre
lafigure 3.7. On chercheici afaire une identification dans la bande 720-1180 Hz. Il se
trouve cependant que 2 modes avec des contributions importantes sont situés juste au
dessus de 1200 Hz. En I'absence de mesures au dessus de 1180 Hz, on identifie
normalement un modél e contentant 7 pdles qui n'est pas trés bon (traitillé sur lafigure).
Par contre si I'on connait les 2 pdles proches par d'autres moyens, |'identification sur la
bande 720-1180 Hz donne de tres bons résultats (a I'échelle de la figure, modéle et
données sont confondus).
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La représentation des contributions des 2 pdles au dessus de 1200 Hz par une
flexibilité résiduelle constante sur la bande est donc insuffisante ce qui conduit a une
estimation erronée des résidus (I'estimation du résidu est biaisée). Il a souvent été
proposé [ewil] dutiliser des termes polynomiaux d'ordre supérieur (flexibilité
résiduelle constante plus fonctions linéaires, quadratiques, etc. de la fréquence). Pour
les modéles large bande considérés ici, ces termes n'introduisent généralement pas
d'amélioration notable (seule laflexibilité résiduelle est utile et souvent indispensable).
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poles dans la bande entre les lignes continues verticales. (---) a4 POUr un
modél e identifié sur la méme bande mais contenant les 2 p6les suivants.

Le colt additif (2.49) étant généralement considéré comme parfaitement adapté aux
problémes d'identification, la méthode IDRC est ce que I'on peut faire de mieux en
terme de résultat final. L'opérateur étant inclus dans le processus, des améliorations
dans la procédure d'utilisation sont bien évidement possibles et utiles. Par ailleurs,
['optimisation étant non linéaire, non convexe, et présentant de nombreux minima
locaux, les algorithmes utilisés [bal2,val1] ne font que donner un compromis acceptable
pour |'utilisation réelle entre qualité du résultat final et colt du calcul. Finalement,
['utilisation d'une paramétrisation pole/résidu inadaptée conduit a des estimations
biaisées, des méthodes permettant de valider la paramétrisation retenue seraient donc
utiles.

3.2. Contraintes physiques et modeles associés

(algorithme IDRM)

Comme montré au chapitre 2, les modeles, et donc les données que I'on veut
représenter, sont supposés vérifier un certain nombre de propriétés. L'identification d'un
modele par I'algorithme IDRC a déja introduit les hypothéses d'un modéle linéaire,
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diagonalisable, dont la flexibilité résiduelle donne une représentation suffisante des
contributions des modes haute fréquence.

Les autres contraintes habituellement considérées (minimalité, réciprocité,
complétude, amortissement proportionnel) portent uniquement sur les résidus. Une
optimisation simultanée mais sous contrainte des pdles et résidus serait tres difficile a
mettre en oeuvre et I'inévitabl e ralentissement de la convergence serait dommageable.

Il est donc proposé de faire une premiere identification sans contrainte sur les
résidus (IDRC), puis de chercher une approximation contrainte des résidus identifiés
par comparaison entre résidus contraints et non contraints (algorithme IDRM montré
dans I'organigramme de la figure 3.3). Les sections suivantes traitent des variantes de
I'algorithme dével oppées pour le traitement des contraintes de minimalité, réciprocité, et
compl étude.

3.2.1. Tests MIMO et modéles minimaux

La premiére hypothése prise en compte [bal3] a été I'unicité des vecteurs propres
qui conduit ala création de modéles minimaux. Pour un vecteur propre unigue, le résidu
associé au modéle d'état général (2.1), prend selon (2.5) laforme

[R]=[cl{e 6} T8 (3.13)

Si lavaleur propre n'est associée qu'a un vecteur propre, lamatrice résidu (3.13) est
le produit d'une colonne par une ligne et a donc rang 1 quel que soit le nombre
d'excitateurs et de capteurs considérés. Pour les valeurs propres dont la multiplicité est
observable (plusieurs vecteurs propres associés a un seul pdle et de formes distinctes
pour le choix de capteurs/actionneurs) le rang de la matrice résidu est égal a la
multiplicité.

Un modéle est dit minimal Sil y a correspondance entre la multiplicité retenue pour
le modéle et la multiplicité réelle. 1l n'y a de probleme que si la multiplicité réelle est
inférieure au nombre d'entrées (la multiplicité pouvant étre retenue est le rang maximal
de lamatrice résidu, soit le minimum du nombre d'entrées et de sorties). Pour des tests a
plusieurs entrées et sorties (MIMO), le résultat direct d'IDRC est de multiplicité
maximale. Par définition de la décomposition en valeurs singuliéres, |'approximation
optimale (au sens de la norme matricielle) de rang 1 d'une matrice correspond a la
premiere valeur singuliere

R :{Uu} Ui{ Vj}l ' (3.14)
ou
min(NS,NA)

R=" 3 {udofv} "avec[u]Tu] =twet[V] V] =l (3.15)

On peut donc, pour chague mode j, déterminer une approximation optimale liée a
une multiplicité donnée (on garde autant de valeurs singuliéres que la multiplicité
trouvée). De plus, la différence entre modéle minimal et modéle sans contrainte est
donnée par le rapport entre la premiere valeur singuliere et la premiére valeur singuliére
non retenue (o;, 0;, pour une multiplicité de 1). Ce rapport permet, comme dans

I'exemple suivant, de vérifier lavalidité de lamultiplicité retenue.
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Pour I'expérience de plaque active [petd], on sintéresse plus particulierement aux
modes proches de 1850 Hz. Sur lafigure 3.8, la présence d'un minimum de la deuxiéme
fonction indicatrice de mode indigue un mode double prés de 1850 Hz.

Les résultats d'identification pour des lissages a 1 et 2 pdles sont comparés dans la
table 3.2. Les colts quadratiques (LinLS) et logarithmiques (LogLS) (voir section
2.3.1) montrent des variations assez mineures et donc des modeles relativement
équivalents. Dans le modéle a 1 pdle, utilisé initialement, le rapport o, o, indique
clairement une multiplicité de 2. Cette indication motive la création d'un modele plus
fin a 2 pdles. Dans le modéle obtenu, le résidu sans contrainte associ€ au 2eme mode
n'est toujours pas minimal (o, o, =0.07) maisil est maintenant raisonnable de penser
gue cette erreur est liée a une imprécision de I'identification ou une incohérence des
données avec I'hypothése d'unicité des vecteurs propres.

MMIF (all channels of lIxf)

1 1 1 1 1 1
1700 1750 1800 1850 1900 1950
Frequency (Hz)

Fig. 3.8: Multivariate Mode Indicator Function [wil2] pour 3 entrées et 15 sorties.
Noter les 2 modes trés proches de 1850 Hz.

Table 3.2: Modéles globaux a 1 et 2 pdles pres de 1850 Hz

w (H2) % LinLS | LogL,S | 0, 0, o, 0,
1853.3 0306 @ 197e-8 1.22et+2 0.47 0.01
1853.3 0.306 10768 | 0.83e+2 0.03 0.01
1857.8 0.542 0.07 0.05

De maniére générale, I'algorithme IDRC permet une trés bonne séparation de pbles
proches. IDRM permet de veérifier la multiplicité a posteriori avant de poursuivre les
itérations d'IDRC si un probleme est détecté.

3.2.2. Modéles réciproques

La deuxieme hypothése prise en compte est la réciprocité. Comme indiqué en
section 2.1.5, la matrice résidu d'un modéle réciproque doit étre symétrique.
L'algorithme IDRM pour les modéles minimaux et réciproques [bal 2] construit donc

1 une approximation symétrique de la partie collocalisée de la matrice résidu de
chague mode

Iijcm = (chm + RjTCd) 2 (3.16)
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2 une approximation minimale de la matrice symétrique (3.16) a partir d'une
décomposition en valeur singuliéres (3.14) (qui préserve lasymétrie)

T ~
Cea; =(tl/;Tch|) =U,, 0, avec R, =U,0U; (3.17)

3 une reconstruction des sorties (et plus rarement entrées) modales non collocalisées
par résolution d'un probléme de moindres carrés

Cnel :argmin(Rch _{CNCL:Uj}{ ijbc(} ) (3.18)

La détermination des propriétés de masse, amortissement et raideur utilise
forcément des modeéles réciprogues. Les bons résultats montrés dans la section 3.2.3
sont donc une bonne illustration de la validité de I'approche proposée. Ces résultats sont
basés sur 6 jeux de mesures successives associés a 6 points d'excitation différents sur
I'expérience d'interférométre du MIT [bal3]. La réciprocité permet de déterminer les
observabilités modales pour chaque test. Les observabilités modales cy; (voir section

2.1) étant des quantités physiques indépendantes du point d'excitation, les données
acquises permettent de comparer 6 résultats indépendants. La figure 3.9 montre cette
comparaison pour le mode 7 (un mode difficile a identifier car trés couplé a un mode
voisin). Bien que chague test soit lié a une excitation différente on trouve une tres
bonne cohérence entre les 6 estimations.
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Fig. 3.9: Comparaison de |'observabilité modale (cy),, du mode 7 de I'interférome-
tre du MIT (les 6 valeurs de chaque capteur sont reliés par une ligne pointillég).

La réciprocité peut aussi étre utilisée pour reconstruire des fonctions de transfert
associées a des entrées non mesurées (puisque la réciprocité permet de reconstruire les
vecteurs de contrélabilité modale & partir de la mesure des observabilités modales). Le
résultat de I'exercice Round Robin montré en figure 3.6 est un bon exemple d'efficacité
pour ce type d'applications.
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3.2.3. Modes normaux et propriétés de masse, raideur et amortissement

La notion de représentation compléte d'un groupe de mode par un modéle du second
ordre a amortissement non proportionnel par bloc a été discutée en section 2.2. Ce
probléme correspond au passage d'une représentation par des modes complexes (définis
pour tout systéme dynamique) a une représentation par des modes normaux (définis
seulement pour les structures). Bien que le sujet ait fait I'objet d'une littérature
abondante (voir entre autres [ibr3, sesl, ibr7, plal, zhal, zha3, wei3, imr2, par4, nie2]),
les résultats expérimentaLix sont trés rares et peu convaincants.

Dans les approches existantes, on distingue principalement les méthodes
d'identification basées sur une paramétrisation du second ordre et les méthodes de
transformation d'un modéle a modes complexes en modele du second ordre.

Les méthodes d'identification directe (voir [wei3, ibr4, lind, leel, leu2, cra2]) ne
prennent pas en compte la réciprocité, les propriétés de masse sont donc combinées
avec celles d'amortissement et de raideur. En plus de cette résolution incompléte, la
faible utilisation de ces méthodes semble indiquer une efficacité inférieure aux
méthodes d'identification directe de modes complexes.

Parmi les méthodes en deux étapes ne négligeant pas les effets de I'amortissement
non proportionnel, aucune ne cherchait a introduire une transformation conservant les
poles. Or les pbles sont a la fois les quantités les mieux connues, puisque qu'ils sont
communs a toutes les fonctions de transfert, et les plus caractéristiques du modéle, car
une erreur sur un pdle introduit une erreur sur chacune des fonctions de transfert et
cette erreur se situe au niveau des résonances (ou la réponse est la plus importante). On
a donc introduit une extension de I'algorithme IDRM [bal10] cherchant a utiliser les
relations d'inversion (2.41) (celles ci forment |a base de nombreuses méthodes) tout en
conservant les pdles (c'est I'avantage décisif de |'approche proposée).

L e probleme est résolu en plusieurs étapes

1) détermination des observabilité modales (cy),

2) choix d'une matrice d'entrée c,, et de modes complexes associés

3) créationde (J,, une approximation complétede ¢,

4) calcul a l'aide des relations d'inversion (2.42) des matrices de masse,
amortissement et raideur associéesa (¢, /\,,- Le modéle résultant est donné par

[[M'D]82 +[C'D]S+[K|D]]{qID} = [bID] NRxNA{L} )
{% NSx1 [CID]{qID} NRx1 +[E(S)] NSXNA{L}

ou b, estreliéa ¢, par laréciprocité
5) calcul des modes normaux @, par résolution du probléme aux valeurs propres
(2.18) lié aux matrices M, K,

6) construction du modéle en coordonnées principales par projection sur la base
calculée

(3.19)

(s +[ro]s+[@E]{(# =[vbbo{d
{3} =[comol{ 8 +[EG)Y

(3.20)
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L'étape 1 correspond a la premiére version de I'algorithme IDRM (détermination de
modéle minimal et réciproque). Les étapes 2 et 3 forment le coeur de la nouvelle
solution proposée car les relations d'inversion utilisées pour |'étape 4 et les

transformations des étapes 5 et 6 sont classiques.

Comme indiqué dans [bal 10], le choix d'une matrice d'entrée c,, dans I'étape 2 est
équivalent a un choix de coordonnées. Les meilleurs résultats sont généralement
obtenus pour une base proche des coordonnées principales (projection sur la base des
modes normaux). Comme ceux-Ci ne sont pas encore connus, il faut créer une premiére
approximation.

Lapremiere idée [plal,lal3] consiste a supposer que le systéme a un amortissement
proportionnel et que la complexité des vecteurs correspond a une erreur. Pour la
normalisation des modes complexes retenueici, ce choix revient a poser

Co = Re(Vi(C)p) i (3.21)

Une autre approche est préférée ici. Pour une bonne identification, on devrait
d'aprés les relations d'inversion avoir

M " = (cy) A (), (3.22)

De plus, si les NR modes complexes retenus vérifiaient I'hypothese d'amortissement
proportionnel par bloc la matrice (cy) A (cy)r, serait définie positive de rang NR.
En pratique, on vérifie que cette matrice a NR valeurs propres positives (c'est d'ailleurs

une maniére de vérifier I'hypothése d'amortissement non proportionnel par bloc) et on
choisit les NR vecteurs propres correspondant pour c,p,.

Une fois c,, choisi, les modes complexes ,, sont déterminés par résolution du
probléme de moindres carrés

Y =ag TliDn%race({(Cw)m B ClleD} DT{(C‘»U)“D - Clowm} )E (323

L 'étape 3 cherche une fois de plus a approcher des résidus initiaux par des résidus
vérifiant une contrainte. Ici on cherche & approcher ¢, par un ensemble complet de

modes (. L'objectif de minimisation retenu est

min z‘l‘l’kj _wkj‘z avec _zajkj[ijjl =0y (3.24)
<IN

Yip i=T2N
k=

On peut montrer qu'une solution exacte de ce probléme d'optimisation sous contrainte
est donnée par

O =(1-08") " (w0 - Oubs), (3.25)

ou J est solution de |'équation de Riccati a gébrique suivante

[000D) o ~ [ e W] - [ W0 W) 8 +[ & o w2][ $=0.  (326)

qui numériquement peut étre résolue facilement.
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3. Identification de Modél es modaux

Pour valider expérimentalement cette méthodologie générale, les 6 jeux de données
mesurés sur l'interférométre du MIT sont particulierement adaptés car I'éventuelle
cohérence des résultats obtenus par traitement indépendant de chacun des tests fourni
une démonstration nette de la validité des résultats obtenus.

La figure 3.10, illustre ainsi le fait que I'approximation par un modéle complet
permet effectivement de représenter la distribution de phase caractéristique d'un modéle
a amortissement non proportionnel (les résidus associés a un modéle a amortissement
proportionnel sont montrés en référence). La table 3.3 compare les différentes
estimations des termes non diagonaux importants (au sens du critére de séparation
(2.36)). Les termes les plus importants montrent une trés bonne cohérence qui ne peut
étre le fruit du hasard.

x10-3 6
3 T .
250 % .
X
x +
2t ° .
[} o
15- o o |
. N "
X
= | + + i
g . o ¢ o X ° °
>
& o5f o ng: o .
E_E? o+ o+ 6+§XXX6_§0 _
© X
05} oo .
1 to x +0 -
-1.5¢ B
X
-2 L L L L L L L L L
-3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Real part x10-3

Figure 3.10: Comparaison des observabilités modales pour |le mode 6 de
l'interférométre du MIT: (+) (cy) .. (0) o5, (X) (Cio®o) ,\52i w. 1-¢.

i
Pour chaque capteur les pointillésrelient les estimations initiales et compl etes.

Table 3.3: Valeurs non diagonales importantes des matrices d'amortissement
modal identifiées expérimental ement et indépendamment.

Termes lev [se [e8 [78 [s57 [

2(w/|Aw| 146 053 041 030 023 0.20
Test 1 -251 -082 240 -019 066 0.32
Test 2 -3.00 -116 412 -0.77 035 0.08
Test 3 -3.24 -175 376 -065 148 -0.15
Test 4 -332 -154 584 -0.73 055 -0.07
Test5 -3.35 -230 422 -0.74 038 0.15
Test 6 -3.74 -1.73 418 -0.62 -0.10 -0.62

On trouvera plus de détails sur cet exemple en [bal3,bal 10], maisil est important de
noter qu'il est une des rares (voire la seule) validations expérimentales sur un cas
complexe d'une méthode permettant d'identifier des coefficients d'amortissement non
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3. Identification de Modél es modaux

proportionnel. Une fois de plus, I'ensemble IDRC et IDRM a permis de trouver ces
résultats. Il est peu probable que I'utilisation de cette version d'1DRM soit robuste a des
erreurs significatives sur les modes compl exes.

3.3. Identification des modes normaux par

appropriation

La méthode d'appropriation modale est utilisée de maniére habituelle par I'égquipe
ONERA d'Essais au Sol de Structures Aéronautique dans laquelle je suis intégré depuis
1993. Cette méthode, développée a I'ONERA dés les années 50, cherche a isoler la
réponse d'un mode particulier de maniere a permettre une identification de ses
caractéristiques par des méthodes simples. Le travail effectué dans ce domaine a eu
deux axes principaux. L'introduction de méthodes automatisées d'extraction de
parametres modaux [bal23] et une analyse de la validité des résultats obtenus par
appropriation (stage C. Chapelier et [bal14]).

3.3.1. Principes et pratique sur des structures aéronautiques

On rappelle rapidement ici les principes de la méthode d'appropriation modale (pour
plus de détails voir [pirl,bal14,auwl]). L'idée de base est que I'extraction de parametres
modaux d'une réponse mesurée est simple si un seul mode contribue a cette réponse.
Les méthodes d'appropriation (en anglais : force appropriation ou phase resonance)
cherchent donc a définir une entrée généralisée (forces d'excitation appliquées en un
certain nombre de points mais correspondant a un signal temporel unique) tendant a
isoler laréponse d'un seul mode.

Idéalement, il y a autant d'excitateurs que de modes, on peut alors piloter
complétement les amplitudes modales (coordonnées principales p) a partir d'une force
donnée par (voir chapitre 2 pour les notations)

u=[¢"0] Tis+ 7 +0s|{ (3.27)

On peut en particulier isoler le mode j a sa résonance « (obtenir une réponse en
vitesse unitaire p, = d,,) en appliquant les forces réelles

y = Z[cfb][kl/' ’ (3.28)

Pour un systéme a amortissement proportionnel (/- diagonal), ces mémes forces
conduisent a une réponse mono-modal e a toutes les fréquences

- el

$°+ 20,05+ W}

Pour un systeme a amortissement non proportionnel (le cas général), les forces
(3.28), n'isolent le mode qu'a sa résonance. Cependant la différence par rapport a la
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réponse mono-modale est souvent faible (voir discussion sur |'amortissement
proportionnel en section 2.2.3).

En pratique, on ne peut, sans identifier les modes, estimer les amplitudes modales p
a partir des mesures y. On doit donc utiliser des criteres approximatifs pour évaluer la
qualité du rejet des modes autres que celui que I'on cherche aisoler. L'appropriation est
donc réalisée de maniere itérative a I'aide d'un critére de phase, pour déterminer la
résonance, et d'un critere de qualité, pour mesurer e rejet des modes non désirés.

Le critere de phase est basé sur les propriétés de réponse d'un mode isolé (voir
section 2.2.3). A larésonance, cette réponse est purement réelle en vitesse (imaginaire
en déplacement). On choisit donc un capteur particulier ou une combinaison de capteurs
et utilise le passage a zéro (ou -90° pour le déplacement) de la phase pour estimer la
fréquence de résonance.

Le passage a zéro de la phase d'un mode isolé est aussi utilisé sur I'ensemble des
capteurs pour définir les différents critéres de qualité La partie imaginaire de la
réponse en vitesse étant en effet essentiellement liée a la contribution des modes que
I'on souhaite rejeter, celle ci doit étre minimale pour une bonne appropriation. Les
critéres suivants sont utilisés

* Lecritére utilisé par I'ONERA maximise un rapport indicatif de I'importance relative
de la partie imaginaire et de la réponse totale (sa valeur est 1 pour une appropriation
parfaite)

q(s) = 1- {im3} {5 (3.30)

{5 "{Iv}

* Le MMIF (Multivariate Mode Indicator Function [wil2]) minimise le rapport entre
I'énergie en quadrature (en phase pour une mesure déplacement ou accélération) et
I'énergie totale (savaleur est O pour une appropriation parfaite)

3 _{im3} "m{jimy}
q(s) MLy (3.31)

* Le MMIF inverse [nas2] maximise le rapport entre I'énergie en phase et I'énergie
totale (savaleur est 1 pour une appropriation parfaite)

_{IRe3} "M{|Re3}
s) = 3.32

Pour les critéres (3.31)-(3.32) une masse M est introduite pour comparer des
energies. Cette masse n'étant pas connue, €elle est remplacée par une matrice de
pondération qui, sauf exception liée en particulier a des calibrages de capteurs, est la
matrice unité.

L'appropriation est le plus souvent réalisée par un gustement manuel (et donc
empirique) des amplitudes associées a chaque point d'application des forces. Il a
cependant été noté par plusieurs auteurs que la matrice de mobilité Y donne une relation
linéaire entre u et y, {y(s} =[Y]{u(s} . Les fonctions indicatrices de mode (3.31)-
(3.32) correspondent donc a des quotients de Rayleigh de laforme
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_{4 A4
S)=t 3.33
AT . “1H . -AT .
avec A= ”ImYH M[\lmvﬂ etB=[¥]"MY| pour MMIF et A= ”ReYH M[\Revﬂ et
B=[Y]H MM pour le MMIF inverse. On notera aussi la Méthode d'Asher étendue
[ibal] o0l A= [\le\]T[\le\] andB=1.

Les entrées u optimisant q correspondent donc aux vecteurs et valeurs propres
solutions de Au = Bug. Quand une matrice de fonctions de transfert (plusieurs entrées)
est mesurée il est donc possible de calculer facilement les forces d'appropriation.

Ces méthodes n'ont pas été validées par une utilisation en essai sur des structures
aeronautiques réalistes. Une premiere raison de cette non utilisation est la grande
sensibilité des forces au bruit ou a des erreurs sur la fréguence de résonance (voir
exemples dans [bal14]). 1| semble cependant que cette sensibilité puisse étre diminuée a
|'aide des méthodes proposeées par le LMA de Besancon [ratl].

Une raison plus fondamentale est la présence pour la plupart des structures
considérées de non linéarités significatives. En présence de telles non linéarités, seul un
test a multi excitations décorrélées pourrait permettre d'obtenir une matrice de fonction
de transfert. En mono excitation (seule disponible de maniére standard pour les essais
grande échelle de I'équipe d'essais au sol de 'ONERA), les fréquences de résonance
changent en fonction du point d'entrée. Les réponses en fréquence supposées étre des
fonctions de transfert peuvent alors donner des résultats abhérants comme obtenir deux

minima du MMIF pour une seule résonance physique (comme dans I'exemple de la
figure 3.11).

MMIF (all channels of lIxf)

KRR PP TS SR TERE PRPRRROSS e Py pe PSS
08F ~ - - - - __ _ ___ — =
\ -7 T T T == —
w 0.6¢ Y 7
0.4r \ 7/
\ 7/
0.2r \ 7/
7/
(Vs i I i I i
10.8 10.85 10.9 10.95 11 11.05
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X 103 109/1000, 1000/109
z
S
)
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Figure 3.11: MMIF et réciprocité (transfert 1000 (empennage) vers 109 (voilure) et
109 vers 1000) pour un test sinus sur le Paris [bal 14]. Les données semblent
indiquer la présence de 2 modes alors que physiquement il y en a un seul.
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De maniére générale, I'automatisation de I'appropriation manuelle semble plus
prometteuse. De telles approches marchent tres bien sur des exemples analytiques mais
seule une validation sur des structures réelles, pour le moment impossible a I'ONERA
pour des raisons matérielles, permettrait de donner des conclusions plus fermes.

3.3.2. Extraction automatique des parameétres modaux

Pour un mode bien approprié, c'est adire pour des forces conduisant a une réponse
dominée par un seul mode, on cherche a déterminer les caractéristiques modales
(frequence w, taux d'amortissement ¢;, masse genéralisee m,,, deéformée ¢). Les
méthodes classiques de puissance complexe (PC) et de force en quadrature (FQ),
basées sur I'hypothése d'un mode parfaitement isolé, sont généralement utilisées a cet
effet.

De (3.29), on déduit que la puissance complexe introduite (fonction de transfert
entre la force généralisée appliquée et le déplacement collocalisé (réciproque)) a la
forme

. T
pe. = I - S0} {eng} 2 1 S (3.34)
" uy S+2fwstw’ my S +20ws+ W

L a puissance complexe vérifie quatre relations qui permettent la détermination des
caractéristiques modales
w; =arg nl?x PC\
o"PC,N/o"a)L)j = -1/2my {fw?

(3.35)
F)C|N|wj =Y2m o,

eORe(Y)
Si I'on injecte une force en quadrature de phase avec la force d'appropriation
Oy = (1+ia)uy. =uy +ia2m, { w;, laréponse devient

SuIN
mle(s2 +2,w;5+ (wf + CYZZ,-(U,-O)))

Yo = (3.36)

dont la résonance de phase est trouvée a &)j = w;\/1-¢;a. Les caractéristiques
modal es liées a cette expérience sont donc données par les relations

w; = Q,

a=0

w; da (3.37)
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La méthode FQ peut étre appliquée al'aide d'un réel (approche traditionnelle)
ou par utilisation de la phase puissance complexe aux points de fréquence voisins de la
résonance (traitement FQ du test puissance complexe introduit en [bal 23]).

Les relations (3.35) et (3.37) font intervenir des valeurs de pente et de maximum.
L es données expérimental es étant souvent assez bruitées, il était habituel de lesindiquer
manuellement. Une automatisation a été proposée [bal23] et validée sur plusieurs
campagnes d'essais réels (A340, GARTEUR, NH90). On commence par une
identification sur |'ensemble des voies disponibles (et non pas seulement la puissance
complexe). Pour de tels problemes a un seul pdle et une bande de fréguence étroite, la
méthode IDRC utilisée en automatique a toujours donné de trés bons résultats. La
détermination des pentes et maxima sur le modéle résultant est alors trés simple et peu
étre réalisée de manieére totalement automatisée.

Le lissage donne le pble mais peut aussi étre utilisé pour déterminer la déformée et
la masse généralisée. Les extensions proposées permettent donc a partir de deux tests
(PC et FQ) d'obtenir 5 estimations différentes des caractéristiqgues modales. La
cohérence des résultats obtenus donne alors une meilleure confiance dans leur qualité.

3.3.3. Quelques réflexions additionnelles

Concernant les avantages de |'identification de propriétés modales par appropriation,
il convient de mettre en valeur les points suivants.

L 'appropriation donne méme pour un systéeme a amortissement non proportionnel,
une estimation des modes normaux. Il est donc possible de faire des comparaisons
directes avec un modele éément fini conservatif méme si l'identification des
coefficients d'amortissement non proportionnel est difficile. Par contre |'extraction des
parametres modaux (fréquence, amortissement, masse généralisée) est généralement
basée sur I'hypothése d'un mode a amortissement proportionnel. 1l y a donc |a source
d'erreur potentielle.

Pour des structures non linéaires (la plupart des structures assembl ées ont des modes
non linéaires), on ne sait pas réellement choisir une paramétrisation de modele
appropriée. Par exemple, les extensions de la paramétrisation péle résidu considérées en
Ref. [pirl] définissent des coefficients non linéaires par rapport a I'amplitude des
capteurs mesurés. Bien que les corrélations model e/test obtenues soient souvent bonnes,
la non linéarité est ici rendue dépendante d'une quantité non physique (la non linéarité
est une propriété de la structure et ne saurait dépendre du choix des capteurs). On perd
donc le lien essentiel entre parameétres physiques et modele identifié. L'utilisation de la
notion de mode pour un systeme non linéaire reste donc a ce jour utilisée dans un cadre
théorique mal défini et les résultats obtenus ne peuvent donc pas étre vraiment validés.

L'appropriation estime les déformées d'autant mieux que les contributions des
modes éloignés sont en quadrature de phase [cha3]. Ainsi dans bien des cas, il ne serait
méme pas nécessaire d'ajuster les forces pour que la réponse en phase donne une trés
bonne indication de la déformée. Les difficultés viennent clairement des modes proches
en fréguence.
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MMIF (all channels of lIxf)
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Figure 3.12: MMIF et forces d'appropriation associées pour une excitation en bout
de bidon de la structure GARTEUR (voir section 3.4).

Lafigure 3.12 basée sur des données prises sur la structure GARTEUR (voir section
3.4), montre ainsi que le critére de qualité (MMIF ici) peut pour des modes proches
rester faible (ici il ne remonte qu'a 0.2) tout en passant de I'appropriation d'un mode a
I'appropriation du suivant (noter I'évolution des forces). Le maximum a 0.2 est ici
suffisant pour bien distinguer les deux modes, mais dans bien des cas pratiques deux
modes peuvent étre assez proches pour que le critere de qualité ne suffise pas a
caractériser I'appropriation. Dans un tel cas, seule une identification avec un modéle a
deux modes garanti un résultat précis (en particulier |'orthogonalité des modes
identifiés).

Une appropriation partielle peut clairement étre couplée avec un lissage. Cette
approche donne de trés bons résultats. Pour des modes proches (comme ceux de
I'exemple de la figure 3.5), le lissage doit cependant étre vérifié ce qui demande au
moins deux configurations de forces différentes. Or la non linéarité induit un
changement des fréquences de résonance avec |'entrée considérée (figure 3.11), on peut
donc avoir du mal a comparer les modes identifiés sur deux jeux de données.

En résumé, les principaux avantages de la méthode d'appropriation sont |es suivants.
La partie réelle de la réponse appropriée est une estimation directe de la déformée du
mode normal. En maintenant |'excitation appropriée, il est donc peu colteux de mesurer
la déformée avec un tres grand raffinement spatial (mesure multiplexée ou séquentielle
par accéléromeétre mais aussi vibromeétre laser). La méthode demande une sélection des
forces et oblige donc a considérer un nombre significatif de points d'excitation. On évite
donc les cas de modes mal excités et donc difficiles aidentifier. Par contre, le temps de
mesure augmente de maniére tres significative. Enfin pour un systeme non linéaire,
I'appropriation permet d'avoir une idée du comportement a fort niveau. On ne mesure
pas réellement un mode (puisque la notion de mode n'est plus définie) mais
I'information est suffisasmment similaire pour étre utile.
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3.4. Comparaison internationale de tests sur une

structure représentative

Lavariété de matériels et de procédures utilisés pour le test dynamique de structures
étant tres grand, il est essentiel de bien connaitre toutes les étapes du processus de
mesure et d'extraction de paramétres modaux pour en assurer la qualité globale. Sur
initiative de I'ONERA la section Structures et matériaux de |'organisation GARTEUR
(Group for Aeronautical Research and Technology in Europe) a formé début 1995 un
groupe de travail sur les méthodes d'essais au sol (SM AG-19).

Ce groupe rassemble des industriels pratiquant des tests d'avion en vue de la
certification au flottement, des centres de recherches, ainsi que des universitaires. Les
participants sont pour la France (ONERA, SOPEMEA, Aérospatiale, Intespace,
CNAM), I'Allemagne (DLR), les Pays-Bas (NLR, Fokker), la Suede (Saab) et le
Royaume Uni (DRA, Manchester University, Imperial College).

Les sections suivantes résument quelques points clés de I'activité de ce groupe
(conception du test, comparaison de fonctions de transfert, comparaison de modes
identifiés), de plus amples détails seront donnés dans les publications officielles du
groupe [bal24]. Pour les comparaisons, les résultats de différentes équipes sont notées
A-K et correspondent a I'ordre chronologique. Certains tests ne correspondent pas ala
spécification commune et les données associées ne sont pas utilisées pour la
comparaison.

3.4.1. Conception de la structure et spécifications du test commun.

La considération des spécifications initiales pour une structure test (voir table 3.4) a
conduit ala structure finale montrée en figure 3.10. Le dimensionnement, la conception
du joint central et de la suspension, ainsi que le traitement amortissant n‘ont pas posé de
problemes particuliers. On notera que le traitement amortissant (viscoélastique fourni
par 3M et contre plaque pour augmenter le cisaillement de la couche viscoélastique) a
fait passer |'amortissement du premier mode de flexion de I'aile seule de 0.28% a 1.1%
et celui du mode de torsion de 0.15% a 0.86%.
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Table 3.4: spécificationsinitiales de la structure test du groupe GARTEUR SM-AG

19 et raisons associées

* un groupe de 3 modes couplés

* 5a50Hz
50-100 kg
2m par 2m

* unjoint dur et aisément positionné ala
connexion aile/fuselage

* traitement amortissant

* suspension commune par sandows

* 24 positions communes de mesure
2 positions communes d'excitation

* rendre |e probléme difficile

* permettre le test avec des équipements
généralement dimensionnés pour des
structures plus importantes

* permettre le transport en limitant la
variabilité entre les assemblages

* obtenir un amortissement ne dépendant
pas trop de l'instrumentation

* limiter lavariabilité liée ala suspension

* permettre une superposition des résultats

&

Fig. 3.13: Structure représentative du groupe GARTEUR SM-AG 19.

La construction d'une structure avec trois modes proches posait évidement le
probléme le plus difficile. La variable de conception retenue fut la masse des bidons en
bout d'aile. Le fait, que les 2 points communs d'excitation retenus soient aussi en bout
d'aile, a été la source de I'essentiel des variations entre les résultats des différents
participants. Selon les équipes, les forces sont mesurées soit a I'aide de cellules de
forces soit a I'aide d'une mesure de I'impédance électrique aux bornes de la bobine de
I'excitateur. Avec cette deuxiéme technique la masse mobile de I'excitateur fait partie
intégrante de la structure que |'on identifie. Chague équipe ayant le choix de son
matériel de mesure, il était indispensable pour permettre une comparaison valable de
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permettre une compensation de la masse mobile. Les extrémités avant des bidons,
|égérement raccourcis, sont donc équipés de masses additionnelles (voir figure 3.11).

Fig. 3.14: Masse de
compensation (200g en
nominal) en extrémite de
bidon. A et B : positions
d'excitations utilisées en
pratique.

Cette complexité nécessaire a la comparaison a
induit un nombre important de variations entre les
résultats des différentes équipes. Le premier type
d'erreur est lié a l'utilisation d'une masse inadaptée
(pas de masse avec une cellule de force, une masse
totale de 200g plutét que 2 fois 200g, etc.). Un
deuxieme type d'erreur est lié a un mauvais
positionnement du point commun d'excitation (les
points A et B delafigure 3.11 ont été utilisés).

Les comparaisons résumées dans les sections
suivantes montrent que la méthode retenue pour
mesurer les forces n'a pas d'influence significative.

Les 24 points communs de mesure sont indiqués
sur lafigure 3.13, ce choix fixé avant la construction
de lastructure réelle n'est en fait pas tout afait adapté
car il ne permet pas une bonne séparation des
caractéristiques spatiales des différents modes. On
voit ainsi dans la table 3.5, que les modes 1-6, 3-5 et

5-7 ne sont pas bien séparés. Une amélioration peut étre obtenue a l'aide de
pondérations. Par exemple un facteur 10 sur le capteur vertical 206z du joint central
sépare les modes 1 et 6. Aucune pondération simple cependant ne semble pouvoir créer
une bonne séparation des 8 modes considérés.

101z

[

112z

]/ 112 x
201z
z

5z
LV 12z
5x
1z
11z [ L, 12x

Fig. 3.15: Position des 24 points communs de mesure.
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Table 3.5: autocorrélation (auto-MAC) d'un jeu de déformées expérimentales

Mode 1 2 3 4 5 6 7 8
1 100.0 0.0 0.2 1.6 0.5 18.1 0.0 0.1
2 0.0 |100.0 05 0.2 0.0 01 0.1 0.0
3 0.2 0.5 |100.0 0.3 11.8 1.7 0.5 0.1
4 16 0.2 0.3 |100.0 11 1.8 0.1 2.0
5 0.5 0.0 11.8 1.1 /1000 0.8 21.3 0.0
6 18.1 0.1 1.7 18 0.8 100.0 0.5 04
7 0.0 0.1 0.5 0.1 21.3 0.5 |100.0 0.4
8 0.1 0.0 01 2.0 0.0 04 0.4 |100.0

La suspension retenue semble bien avoir joué son role en permettant de garder les
mouvements rigides de la structure a des fréquences assez basses (voir table 3.6). Un
certain nombre de modes flexibles liés essentiellement & des translations de la plaque
supérieure ou des déflexions des sandows sont cependant visibles dans toutes les
données et varient significativement d'une équipe al'autre.

Table 3.6 : Longueur du pendule et frequence estimee du mode de pompage.

Groupe B C E-F G H I
Longueur(m) | 120 | 00 | 26 | 0.7 | 04 | 09
Fréquence(Hz) | 1.88 | 18 | 27 | 22 | 26 | 24

3.4.2. Mesures de fonctions de transfert.

Amplitude (m/s2/N)

Phase (deg)

-180L

|
[(e]
o

112-z/12-z

(o]
o O

, | .]:

LY

I
|
il

Frequency (Hz)
Figure 3.16. Transfert croisé 112z / 12z mesuré par différents participants. Les

réponses en amplitude sont groupée en fonction du point d'excitation (A et B de
lafigure 3.14).
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3. Identification de Modél es modaux

Lafigure 3.16 illustre bien la cohérence des résultats obtenus (voir [bal 24] pour plus
de détails). Toutes les tendances principales sont bien identifiées par les participants,
mais on note des variations assez significatives des fréquences. Certaines variations
sont clairement liées aux modifications de |a structure introduites par le matériel de test
mais d'autres facteurs comme |’assemblage, les conditions de suspension et la
température peuvent aussi étre intervenus sans que les données disponibles permettent
de le prouver. Les comparaisons permettent par contre de conclure que la méthode de
mesure de force (cellule de force ou mesure du courant dans un excitateur piloté en
courant) n'a pas d'effet significatif.

3.4.3. Extractions de parameétres modaux

La figure 3.17, illustre les variations de fréquences et amortissements modaux
fournis par les participants ayant respecté les spécifications du test. Les variations
moyennes sont de I'ordre de 4% sur les fréquences et 30% sur les amortissements. De
nombreuses variations sexpliquent par les changements d'appareillage de mesure, mais
celui-ci étant généralement négligé dans la modélisation, ces chiffres semblent
représentatifs de la variabilité que I'on pourrait attendre d'un test standard. On notera de
plus gue une identification indépendante des modes a partir de fonctions de transfert
mesurées par chague groupe indique que les variations sont bien liées a des
modifications de la structure et non a des erreurs liées a la méthode d'extraction des
parametres modaux.
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Figure 3.17. Variations des fréquences et amortissement modaux fournis par les
participants.

Les comparaisons de déformées modales donnent de trés bons résultats, méme si
pour des modes trés proches en fréguence, il convient de comparer les sous-espaces
modaux plutdt que les modes identifiés individuellement. Un résultat plus remarquable
est illustré dans la table 3.7. |l y apparait en effet que les variations sur la masse
généralisée estimée (indiquées par le facteur d'échelle (2.53)) sont largement inférieures
aux variations des taux d'amortissement estimé. Le processus d'identification des
parametres modaux est donc suffisamment robuste pour permettre la détermination
précise de la masse généralisée, parametre indépendant de I'amortissement, mais dont la
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3. Identification de Modél es modaux

connaissance demande une identification précise du niveau d'amortissement qui varie
ici d'un test al'autre.

Table 3.7 : facteur d'échelle (2.53) sur les modes normalisés en masse et variations
sur le taux d'amortissement estimé (tous les deux en %) pour une comparaison
des modes normalisés en masse donnés par |es différents groupes avec ceux du
groupe C. Les éléments en grisé correspondent a une mauvaise corrélation dela
déformée [bal24] et doivent donc étre ignorés.

Mode A C E F G

In % f A f a7 f A f A f A
1 -3 -2 0 0 9 -19 3 -29 3 -5
2 -7 5 0 0 5 -2 8 -12 -4 -9
3 -21 77 0 0 5 -7 6 28 0 28
4 -17 16 0 0 0 14 7 35 6 28
5 7 1 0 0 2 -26 12 -30 3 -23
6 -6 12 0 0 -8 -9 20 -15 -3 -8
7 -6 98 0 0 10 65 -96 | -28 -6 38
8 -4 180 0 0 -17 55 7 -56 -1 15

3.5. Conclusions et perspectives

Lavalidation d'un agorithme d'identification est forcément partielle puisgue chaque
essai a ses specificités. Jai testé |'algorithme IDRC sur de nombreuses structures
(interférométre du MIT et composants, A300-600, A340, Marianne, DGV 200, maguette
GARTEUR, banc rotor, ...), travaillé avec différentes équipes pour l'identification de
modéles utilisés en contrdle actif [blad,pet4,fri2], et eu des échos favorables des
personnes utilisant cette méthode dans la cadre de la Strucural Dynamics Toolbox
[bal2]. On peut montrer [guil] que les algorithmes de moindres carrés non linéaires sont
optimaux en I'absence d'information sur le bruit de mesure, |'algorithme IDRC en
rendant cette optimisation possible conduit donc a des résultats plus précis que la
plupart des méthodes existantes. L'algorithme a bien sir les défauts de ses qualités, il
permet une intervention simple de I'utilisateur mais n'est donc pas parfaitement
automatisé, il permet de déterminer quels termes résiduels sont importants mais
présente un biais significatif pour une mauvaise sélection, il utilise les pdles comme
variables principales et est donc peu efficace pour des structures présentant des pbles
fortement amortis ou des niveaux de bruits tels que les résonances ne sont pas visibles.
Les développements en cours sont liés la compréhension des biais causés par la
représentation inexacte des termes résiduels et I'introduction de stratégies
d'optimisation plus évoluées.

L'algorithme IDRM introduit une méthodologie nouvelle pour la construction de
modéles dont les résidus vérifient certaines contraintes. La détermination de modeles du
second ordre dynamiquement équivalents a des groupes de modes complexes identifiés
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a pu en particulier étre validée sur un cas expérimental difficile. Les questions
importantes restant en suspens sont liées a |'effet des biais sur I'estimation du modéle
initial et ala construction de modeles dont les antirésonances sont minimales de phase.

L'utilisation automatique de |'algorithme IDRC a permis d'automatiser |I'extraction
des paramétres modaux dans des tests par appropriation modale. La détermination des
forces d appropriation est I'étape la plus colteuse de la méthode et |'automatisation
méme partielle de cette étape serait fortement souhaitable. Apres des simulations
[cha3], le pilotage entiérement automatique de la chaine de I'ONERA est récemment
devenu possible et des tests d'appropriation automatique sur un planeur sont prévus.

Le test dynamique de structures est un tout qui comprend la définition des
conditions aux limites, le choix du matériel utilisé, les méthodes de traitement du signal
et d'identification et bien d'autres facteurs. Le groupe d'action sur les méthodes d'essais
au sol, que j'ai coordonné, a permis a 12 équipes européennes réalisant réguliérement
des tests de faire le point sur les méthodes d'analyse modale expérimentale. En dehors
du fait que cet exercice sinscrit dans une démarche de qualité pour chacune de ces
équipes, on remarque que les résultats obtenus sont trés homogenes (beaucoup plus que
ceux présentés dans un exercice similaire organisé alafin des années 70 [ewi8]) et que
les variations semblent étre explicables par des effets liés a l'instrumentation et la
suspension. En particulier, les variations d'amortissement sont plus grandes que les
variations sur les masses généralisées ce qui est le résultat attendu théoriquement (si
une partie significative des effets de dissipation dépend de I'instrumentation) mais est
contraire a l'idée usuelle que I'amortissement ne peut pas étre déterminé de maniére trés
précise.
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4. MODELES REDUITS COUPLES

On désigne ici par modele réduit un modele dont |a taille est suffisante pour bien
décrire le comportement dynamique d'une structure mais bien inférieure a celle d'un
model e permettant de caractériser les propriétés géométrigques et mécaniques locales. A
partir d'une description géométrique et matérielle, la méthode des éléments finis permet
de créer un modele précis et flexible mais dont lataille est telle que des calculs itératifs
ne sont pas abordables.

Pour un ensemble restreint de sollicitations dynamiques, il existe généralement des
sous-espaces de dimension faible permettant de bien décrire le comportement du
modele complet. La projection du modéle sur la base d'un tel sous-espace (méthode de
Ritz) permet donc d'estimer la réponse du modéle initial avec grande précision. Plutdt
gue d'utiliser une perspective historique et de tenter une présentation synthétique de
méthodes similaires connues sous le nom de condensation, sous structuration
dynamique, synthése modale, superélément, etc., la section 4.1 montre comment les
méthodes de réduction, dont I'objectif est de choisir une base de projection, peuvent étre
motiveées par des restrictions spatiales et fréequentielles sur les chargements considérés.
Bien que tres utilisée dans les Refs. [bal12,bal 15,bal16,bal 17,bal 18,bal 22,tinl], cette
analyse n'est présente que dans les notes de cours [bal25] et encore de maniére partielle.

Les normes en énergie de déformation et en énergie cinétique sont rarement
utilisées dans le cadre des méthodes de réduction. La section 4.2 introduit donc
guelques utilisations intéressantes (voir aussi [bal16,bal21]) pour la construction de
model es réduits, I'obtention de mesures pratiques de |'erreur associée et la construction
des méthodes itératives de correction.

La réduction étant souvent réalisée au niveau de modéeles de composants, des
prédictions de réponses couplées doivent étre considérées. Les méthodes de synthese
modale et de sous structuration dynamique considerent généralement un couplage par
des liaisons parfaites sur lesquelles on impose la continuité des déplacements. La
section 4.3 introduit un autre point de vue sur le probléme en considérant le couplage de
composants disjoints reliés par une interface physique. Cette approche utilisable
directement permet aussi de comprendre, et parfois d'éviter, les phénoménes de
verrouillage obtenus dans le cas des liaisons parfaites qui correspondent a la limite
d'uneinterface d'extension nulle (voir aussi [bal 15, bal20]).

Les principales sources d'amortissement (rivets, habillage, etc.) ne sont
généralement pas modélisables. Les modéles élément fini ne donnent donc que des
approximations peu précises de la dissipation présente. La section 4.4 montre comment
le lien direct existant entre modéles analytiques réduits et modeles expérimentaux
complets permet de créer des modeles hybrides combinant données analytiques et
expérimentales sans pour autant considérer de recalage (correction de la description
géométrique et matérielle conduisant au modele analytique). Les qualités de cette
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approche et ses limites pour la prédiction de réponses couplées sont analysées (voir
auss [bal8,bal9,bal11,bal12]).

4.1. Méthodes de réduction de modeéle.

4.1.1. Projection d'un modele complet

Les modéles, d§ja discrétises, considérésici prennent laforme générale
[IVIS2 + CS + K] NXN{C} = [b] NXNA{U(S} NAX1

{y(s)} NSx1 [C] NSXN{C} Nx1

Le principe d'une réduction cinématique est de chercher une approximation de la

solution dans le sous-espace engendré par une base de projection (matrice reelle T)
associée ades DDL géeneéralisés gy

{qTrU&} Nx1 = [T]NXNR {qR} Ngpx1 (4'2)

On suppose par ailleurs que la projection des équations d'équilibre sur la base duale
TT est nulle, ce qui conduit & un modéle réduit de laforme

[TTMTS* + TTCTs + TTKT] 104 = [T70]{d 0

{)& Ngx1 [CT] {qR} Ngx1

On notera que la vérification des équations d'équilibre ainsi projetées correspond a
la minimisation de I'énergie potentielle sur I'ensemble des champs du sous-espace
engendré par T. En général ces champs sont cinématiquement admissibles et la
réduction correspond a une application de la méthode des déplacements.

Tout comme les fonctions de forme de la méthode des éléments finis permettent de
connaitre la déformation en tout point, la matrice de projection T si elle est conservée
permet de recouvrer a l'aide de (4.2) les valeurs de I'ensemble des DDL et donc de
calculer en post-traitement déformations, contraintes ou tout autre valeur d'intérét.

La qualité de I'approximation est liée au fait que tous les états q effectivement
trouvés ont une bonne approximation dans le sous-espace engendré par T. Il en découle
gue l'objectif des méthodes de réduction de modéle est de sélectionner une base de
vecteurs T engendrant un sous-espace permettant de bien représenter la réponse a tous
les chargements considérés.

(4.1)

(4.3)

De nombreuses justifications pour la sélection de différentes bases sont possibles.
Dans ce mémoire on montre que pour la création d'un modéele dynamique, seuls les
chargements considérés sont importants. Les chargements réels sont liés a des forces ou
déplacements extérieurs, des modifications de conditions aux limites (systeme couplés
abordés en section 4.3), ou des modifications de propriété (chapitre 5). Sauf exception,
leurs valeurs exactes ne sont pas connues au moment de la réduction. On est donc
conduit a supposer que les chargements représentatifs sont des forces ou des
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déplacements unité a toutes les fréquences et DDL considérés. Les deux sections
suivantes montrent comment ces deux hypothéses conduisent aux méthodes de
réduction classiques. La section 4.1.4 revient alors sur le lien entre I'hypothése retenue
et I'erreur pour une sollicitation réelle.

4.1.2. Chargement représentatif en force

Pour un chargement en force, les états effectivement trouvés sont donnés par la
relation

{a(s} o =[MS” + K] [0] yue{U(S} oo (4.4)

ou les propriétés spatiales des forces appliquées sont caractérisées par la matrice
d'entrée b et les caractéristiques temporelles/fréquentielles par le vecteur d'entrées u.

Une méthode de réduction de modele a pour objectif de représenter la relation entre
u et g aussi précisément que possible. En |'absence d'autre information, on suppose
gu'une matrice d'entrée unité (u égal a l'identité a toutes les fréquences) est
représentative de I'ensembl e des chargements considérés et |'on cherche a en déduire un
choix debase T.

On montre facilement que la raideur dynamique peut étre exprimeée sous la forme
d'un développement de Mac-Laurin donné par

[Ms2+ K] =K™+ > (-s°) (K*M) K ~(=°)" (k™M) (M2 +K)™ (4.5)
=1
ou il est supposé que laraideur est non singuliére (une discussion générale du traitement
des cas avec modes de corps rigide est faite en section 4.1.5).
Il découle de (4.5) que les termes du développement de la réponse a une entrée unité
au voisinage de la fréquence nulle sont donnés par

(M5 ] [ = 3 () (M) Kl s+ o) (46)

1=0

Pour un cas a une seule entrée (NA=1) les vecteurs T,; = (K‘lM)j K b sont connus

sous le nom de vecteurs de Krylov. L'utilisation de plusieurs entrées correspond a la
génération de sous-espaces de Krylov. La construction de labase T par utilisation d'un
certain nombre de vecteurs ou sous-espaces de Krylov découle donc naturellement de
I'hypothese de représentativité de la matrice d'entrée unité (on rappelle que les entrées
correspondent ici a des forces).

Il est bien connu que les vecteurs de Krylov ont tendance a étre tres colinéaires
[crall]. Un modele projeté sur la base des vecteurs de Krylov aurait donc un trés
mauvais conditionnement numérique. Il est donc préférable d'utiliser une procédure
d'orthogonalisation récurrente comme celle de I'algorithme de Lanczos [lanl,ger3]. Une
généralisation de I'algorithme de Lanczos a des blocs est donnée par
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0)  To=[um
1a) :I:Ll :[K_l]NxN[b]NxNA

1) T, =T.Q avee QUTIMTL]Q = [
4.7)

n+1a) Ln+1 :(K_lM)TLn

n+ 1b) Tina =[| _TLn(-IN-LTnM) a TL“'l(-I:'-T”'lM)] -|:Ln+1

_T T [T - —
n+ ]'C) TLn+1 - Ln+1Qn+1 avec Qn+1[TLn+1MTLn+1]Qn 7 [I]NAXNA

ou |'orthogonalisation de I'étape nc peut étre réalisée par toute méthode appropriée et il
est important de noter que |'orthogonalisation par rapport aux deux sous-espaces de
Lanczos précédents (étape nb) n'est pas toujours suffisante pour garantir |'indépendance
numérique des vecteurs retenus (pour plus de détails sur ces problemes voir la
littérature sur I'algorithme de Lanczos dont [ger3,tra3]).

La base formée par les différents sous-espaces de Lanczos (T, ,,n= 1) contient une
tres bonne approximation des modes basses fréquences et est généralement utilisée pour
déterminer ceux-ci. A l'inverse, les modes basses fréquences de la structure forment
clairement une bonne base pour obtenir une bonne approximation de larelation (4.4). Si
les chargements sont décrits en terme de forces appliquées, les DDL d'application de
ces forces (on nomme interface I'ensemble de ces DDL) sont, en |'absence de
sollicitation (u = 0), cinématiquement libres. Les modes de la structure, qui comme on
I'avu apparaissent naturellement, sont donc appel és des modes ainterface libre.

La base des modes libres ne donne pas par contre une réponse statique exacte. Il
convient donc généralement de conserver le premier sous-espace de Krylov T, =K™b
(dont les vecteurs sont appelés modes d'attache (attachment modes)). Cette idée est a
la base de la méthode des accélérations modales (initialement proposée par Lord
Rayleigh [rayl]) et est reprise dans les méthodes de synthése modale basée sur
I'utilisation de modes libres [mac2,rubl]. On note enfin qu'en présence de modes de
corps rigide, la définition des modes d'attache est |égerement modifiée (voir section
4.1.5).

4.1.3. Chargement représentatif en déplacement

On suppose maintenant que les chargements appliqués peuvent étre décrits par des
déplacements imposés sur un certain nombre de DDL dits d'interface et notés | (les
autres DDL seront notés C pour complémentaire). La réponse a une excitation {q,} est
donnée par

0_8 {a} E
Sy = = - 4.8
{alsh =5, 5= Bk (912][K (9a){a} £ “8)
L'objectif d'une méthode de réduction de modele est encore de représenter la

relation entre q, et q aussi précisément que possible. En |'absence d'autre information,
on suppose que matrice d'entrée unité (g, égal al'identité a toutes les fréguences) est
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représentative de I'ensemble des chargements considérés et on cherche a en déduire un
choix debase T.

Comme pour le cas du chargement en force, on considére un développement de la
flexibilité dynamique

[Meos + Ke] M +Ka] = 5 () (KM 7] vols s+ K], @9

cC

L e terme constant (statique) de ce dével oppement correspond a l'évaluation de (4.8)
en s=0. La projection d'un modéle sur cette base est appelée condensation statique ou
de Guyan [guyl]. Dans les application de synthese modale [crad,glal], ces vecteurs
sont généralement appelés modes de contrainte (constraint modes). On parle aussi de
relevement statique d'une déformation imposée sur l'interface. Les méthodes de
condensation dynamique [ocal] utilisent un développement a une ou plusieurs
fréquences non nulles.

L'utilisation des sous-espaces de Krylov liés aux DDL complémentaires
[(K‘lM)' K‘1] K. ne semble pas avoir été |'objet d'études particuliéres. Par contre,
CcC

cette suite permet clairement de déterminer les modes de la structure a interface fixe
(g, =0) utilisés dans la méthode de synthese modale proposee par Craig et Bampton
[crad].

Par ailleurs pour les cas ou l'interface ne contient que les DDL nécessaires a
imposer une contrainte isostatique a la structure, les vecteurs KM, sont

traditionnellement appelés modes de déchar gement inertiel (inertia relief modes). On
note [cra3] que les sous-espaces engendrés par les bases mode de contrainte +
déchargement inertiel et mode d'attache + mode de corps rigide sont égaux. D'un point
de vue statique, considérer des déplacements ou des forces comme représentatifs est
donc équivalent.

4.1.4. La méthode optimale

Devant la foison de méthodes de réduction existantes, on cherche évidemment a
déterminer la meilleure. Sachant que la meilleure méthode dépend des chargements
représentatifs, il est assez facile de construire des exemples ayant des chargements
représentatifs de tel ou tel type et donc favorisant telle ou telle méthode.

Devant cette impossibilité de déterminer une meilleure méthode, il faut se rabattre
sur la sélection d'une méthode donnant de meilleurs résultats en moyenne. Cette
méthode devrait alors étre utilisée par défaut dans un code industriel.

Dans les applications de prédiction de fonctions de transfert, les chargements sont
donnés en force ou en déplacement et on sélectionne naturellement une méthode
adaptée. Dans les applications de synthese modale (voir section 4.3), on ne sait pas a
priori quel chargement est représentatif. Cependant on sapercoit vite en pratique que
les méthodes basées sur les modes libres sont tres souvent moins efficaces que celles
basées sur les modes a interface fixe ou chargée. |l semble assez difficile de justifier ce
résultat pratique de maniére générale.

On peut cependant noter que les modes libres sont tres souvent assez colinéaires aux
modes statiques ce qui rend difficile la prédiction des modes pour des bords rigides ou
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tres raides. Pour |e maillage rectangulaire d'éléments de plaque montrée en figure 4.1,
on considére ainsi la prédiction de la premiére fréguence encastrée par un modéle de
type Rubin (mode libres + modes de contraintes associés a la partie encastrée). Les
courbes de la figure 4.50 montrent pour 1, 2, 3 ou 4 bords fixes gu'il faut toujours un
nombre significatif de modes libres pour prédire la premiére fréquence encastrée. En

particulier pour un bord encastré, on a en retenant 10 modes libres une erreur de plus de
10%.
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Fig. 4.1: Erreur relative sur la prédiction de la premiére fréquence encastrée pour
un modéel e de type Rubin (de 1 a 10 modes libres et modes de contraintes) d'une
plaque rectangulaire en flexion avec 1,2,3 ou 4 cotés encastrés.

Pour confirmer cette tendance générale, on a aussi considéré la fréguence maximale
liée au modéle réduit et la fréquence minimale d'une projection du modéle sur un sous-
espace orthogona en masse au sous-espace de réduction. Comme indiqué en section
4.2.2, ces mesures sont fortement liées a la notion de directions principales. Bien que
I'avantage d'une réduction utilisant des modes fixes apparaisse parfois, ces mesures ne
semblent pas suffisamment discriminantes pour étre utilisées de maniére robuste.

4.1.5. Traitement des modéles a modes de corps rigide

Comme on I'avu dans les sections précédentes, de nombreuses méthodes utilisent le
calcul de réponses statiques pour construire un base de réduction. Les structures et
surtout les composants ayant souvent des conditions aux limites libre-libre, il est
indispensable de bien définir la notion de réponse statique en présence de modes de
corps rigide (la matrice de raideur est singuliére et les modes de corps rigide ¢
forment une base de son noyau).

On rappelle (voir le chapitre 2 pour plus de détails) les deux conditions
d'orthogonalité associées aux modes normaux

[ M4 =]"] et [d'[KI[4 =[] (4.10)

Dans un cas sans modes de corps rigide la matrice Q° est inversible, on peut
déduire de (4.10) larelation d'inversion

K™ =[d[@] (4" = z 96 P @11
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Dans le cas général, le modele posséde des modes flexibles ¢, et des modes de
corps rigide @, associés a des fréguences nulles, car formant une base du noyau de la
raideur. La réponse flexible statique d'un systéme peut donc étre de maniére générale
définie comme la réponse statique associée aux modes flexibles

[qw]- gpj 2 @ib] =[ @[] &bl =KL (4.12)

Un résultat dalgebre linéaire bien connu [ger3] est que le systeme linéaire
[K][d] =[b] avec det(K)=0 admet une solution si et seulement si le second membre b

est orthogonal aux solutions ¢, du systeme linéaire adjoint ([(pR]T[K] =0) autrement
ditsi

[ [b] =0 (4.13)

Pour calculer laréponse flexible a un chargement quel conque b, on commence donc

par projeter cette charge sur le sous-espace des chargements orthogonaux a ¢, et ne
modifiant pas laréponse flexible (la charge by, est dite autoéquilibrée)

[bre] =[0] - [Ma] M @] T & (4.14)

On décompose ensuite la structure en 2 groupes de DDL. R introduisant une
contrainte isostatique des modes de corps rigide et 1so pour les autres. Par définition
d'une contrainte isostatique, les modes de corps rigide (non normalisés en masse)
peuvent étre écrits sous laforme

0
) (4.15)
#1= R 2,
De lacondition d'orthogonalité (4.13) on déduit que

|mR,Fl(’»( |:| D<RISOK_1
D D blso FI@(]

%) B (4.16)

[bre] =

douontire
O 0 K K‘1

. el el ] ] o

gui démontre que la réponse

[d = H) j by ] (4.18)

est solution du probléme [K][q] =[by,] . La charge by, étant orthogonale aux modes

de corps rigide, la réponse (4.17) et la réponse flexible ne different que par un
mouvement de corps rigide. La réponse flexible n‘ayant aucune composante rigide, il
suffit d'orthogonaliser q par rapport aux modes de corps rigide pour trouver la réponse
flexible. Laréponse flexible est donc donnée par
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k] =(0n-[allam ] T @)\ Cfn-Iv d i 4T &) @9

ou contrairement a l'expression (4.12) le calcul des modes flexibles n'est pas nécessaire.
Noter que dans les cas sans modes de corps rigide K-, = K™ et que dans tous les cas

[KF|@(][K][KF|€‘X] [KFIex

L'expression (4.19) de la réponse flexible correspond a un inverse généralisé dont
I'utilisation est assez répandue. Sa détermination numérique pose bien sur de nombreux
problémes liés en particulier au choix du zéro numérique caractérisant les modes de
corpsrigide. On trouvera une analyse détaillée de ce probléme en Ref. [farg)].

Flex

4.2. Réduction et norme en énergie

4.2.1. Directions principales dans une base de réduction

La décomposition en valeurs singulieres est un outil mathématique classique
permettant de sélectionner des directions importantes dans un sous-espace. La forme
générale de la décomposition d'une matrice T est

[T]NXNR :[U]NXN[q NXNF[\4 LRXNR (420)

ou S est une matrice diagonale (les éléments de la diagonale sont appelés valeurs
singulieres, et les matrices de vecteurs singuliers droite V et gauche U sont unitaires (les
vecteurs singuliers forment des bases orthonormales).

Dans la définition mathématique classique, les bases sont unitaires au sens de la
norme euclidienne. Or il est bien connu en mécanique que la norme euclidienne ne
permet pas de prendre en compte I'inhomogeénéité des propriétés de matériau ou de type
de DDL (trangdlation/rotation). Il est donc plus approprié de considérer des variantes de
la décomposition en valeurs singuliéres utilisant des bases unitaires au sens de la norme
en énergie de déformation ou en énergie cinétique (voir Ref. [bal16]).

On notera en particulier que le calcul des modes normaux du modéle (4.3)
(projection sur la base de déplacement T) conduit a la décomposition en valeurs
singulieres

L =[Ma] Tl (=[] M=[4] (4.21)
pour laguelle les vecteurs singuliers gauches sont orthonormaux par rapport a la raideur
(soit UTKU =1) et les vecteurs singuliers droits sont orthogonaux par rapport a la
masse projetée sur labase T (soit VT (T'MT)V =1).

Les plus grandes valeurs singuliéres de cette décomposition sont associées aux plus
petites fréguences. On retrouve le résultat attendu qu'a énergie cinétique unitaire, les
directions les plus importantes dans le sous-espace sont associées aux énergies de

déformation et donc aux fréquences les plus faibles. Pour une matrice T unité, la
décomposition en valeurs singulieres confirme donc le résultat naturel qu'en |'absence
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d'informations sur les chargements, le meilleur résultat est obtenu en conservant les
modes basses fréguences.

L'intérét de présenter ce résultat sous forme d'une décomposition en valeurs
singuliéeres est que cela permet de comprendre que ce méme principe peut étre appliqué
de maniere systématique quelle que soit labase T considérée. On apu ainsi sélectionner
des modes de contraintes principaux pour réduire la taille de modeles d'interface
[bal20], ou des directions importantes pour des modeles réduits paramétrés
[bal17,bal 18].

On notera enfin une utilité numériqgue aux décompositions proposees.
L'indépendance des vecteurs d'une base de réduction T n'est théoriquement pas
nécessaire. En pratique, I'utilisation de vecteurs répétés ou presque colinéaires conduit a
des matrices non inversibles ou trés mal conditionnées. Pour les applications
numériques considérées, il est donc rapidement apparu comme essentiel de garantir
I'indépendance des vecteurs de T d'une manieére efficace. La décomposition en valeurs
singulieres de la matrice T permet de construire une base de vecteurs orthogonaux et
donc d'éliminer les directions répétées a posteriori par troncature des directions
associées a des valeurs singuliéres trop faibles.

4.2.2. Mesure d'erreur pour un modele modal

Pour de nombreuses applications, |e probleme principal est de calculer les premiers
modes du systeme. Une analyse des qualités respectives de différentes méthodes de
réduction passe donc par une mesure de I'erreur associée a la prédiction d'un ensemble
de modes. L'approche classique est de comparer fréguences et vecteurs propres
approximatifs avec les valeurs exactes. Cette approche a deux défauts principaux. Il est
nécessaire de calculer la solution exacte et d'apparier les modes pour les comparer.
Cette derniére étape peut poser de gros problemes pour des structures a forte densité
modale ou la forme d'un mode peut étre arbitrairement sensible a de petites erreurs, sans
pour autant correspondre a des changements du comportement physique modélisé (voir
section 2.3.2).

Pour mesurer |'erreur associée a un mode normal approximatif ¢ ., on propose donc

d'utiliser le chargement de déséquilibre
{bi,n} = [—Mwin +K]{‘R,n} (4.22)

qui correspond au second membre nécessaire a la vérification des éguations d'équilibre
et est clairement d'autant plus petit que les erreurs sur la fréguence et la forme du mode
normal sont faibles (pour le mode exact, le chargement de déséquilibre est nul).

Toute norme sur ce chargement peut étre utilisée. Cependant seule une norme a
motivation physique, telle que la norme en énergie de déformation, permet de prendre
en compte les hétérogénéités de propriété de différents degrés de liberté
(tranglation/rotation par exemple) ou composants de la structure. L'utilisation de la
norme en énergie demande cependant |a définition de vecteurs de déplacement associés
alacharge de déséquilibre. L'approche la plus simple est d'utiliser la réponse statique a
la charge considérée. Cette réponse correspond a une généralisation des modes
d'attaches associant un déplacement ¢ ., aux charges b; , (réponse flexible définie en

section 4.1.5) et lamesure d'erreur associée est donnée par

73 22/4/97



4. Modéles réduits couplés

&0 ={ 0o (KN e} ={b [Ki]{b1} (4.23)

Cette expression ne tient pas compte du fait que les charges de déséquilibre sont
calculées a la fréquence de résonance estimée. Mais ceci est justifié dans la mesure ou
les caractéristiques spatiales et la norme du vecteur de charge sont conserveées.

La mesure (4.23) résout non seulement le probléme du calcul exact qui n'est plus
nécessaire mais aussi le probleme de la forte densité modale. En effet, la sensibilité des
formes propres est liée a des recombinaisons de modes voisins en fréquence [bal6]. Ces
modes étant voisins en fréguence, il est clair que toute combinaison linéaire des modes
exacts sera aussi associée a une charge de déséquilibre faible.

La mesure (4.23) ne donne cependant pas une mesure sur un ensemble de modes
(différentes valeurs de j) qui permettrait de juger directement de la qualité d'un modéle.
Utiliser le maximum ou la somme des carreés des erreurs e, | est bien siir une approche

possible. Ces mesures supposent cependant que les erreurs représentatives sont

associées a un seul mode. On propose donc une extension consistant a définir une
norme pour la matrice des énergies de déformation associée a |'ensemble des charges de

déséquilibre
6, =[E,| = [thre] TK] G| = [B] K72

L'utilisation des termes extra diagonaux de E, permet des combinaisons linéaires
unitaires des erreurs et donc la prise en compte du fait que les erreurs sur un mode
donné dépendent des erreurs sur les autres modes. Pour se convaincre de ce fait, il suffit
de vérifier que I'orthogonalisation en masse et/ou raideur d'un mode exact par rapport a
un mode approximatif détériore presgue toujours e mode exact.

Toute norme de lamatrice E, pourrait étre considérée. Les matrices de raideur K et

de flexibilité K-, étant symétriques semi-définies positives, E, I'est aussi. Les normes
matricielles semblent donc les plus appropriées. Elles assurent en effet une bonne
pondération des erreurs sur les différents vecteurs propres. Le calcul d'une norme
matricielle demande la définition d'une norme sur le sous-espace des déplacements
considérés. Une telle norme est décrite par une matrice Q symétrique positive définie et
conduit a une expression de la norme matricielle de laforme

e e o {8 o] TR e {9
6, =[E,| = max [th$ |

Le choix le plus simple pour Q est I'identité. Il est clair que la mesure e, correspond
alors a la plus grande valeur singuliere de la décomposition de la matrice

:
[anIex] [K][anIex] b

Prenons par exemple, le panneau raidi considéré montré en figure 4.2. On utilise
une réduction de modele de type Craig-Bampton [crad] avec un petit nombre de modes
de contraintes généralisés (voir section 4.1.3). (Note: il sagit dans [ball7] de la
réduction NFI). Pour la comparaison on utilise I'erreur relative moyenne sur la

fréquence des 10 premiers modes flexibles, la moyenne des termes diagonaux du MAC
(2.52) et I'erreur e,.

(4.24)

(4.25)
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Fig. 4.2: Prédiction des modes par synthése modale pour un panneau raidi [bal 17].
Les composants sont |e panneau principal et les deux raidisseurs externes.

La comparaison donnée dans table 4.20 montre clairement la bonne corrélation
entre les différents indicateurs. On voit cependant dans le cas h=0.09m et t=0.007 m
gue les critéres sur la fréquence et le MAC semblent indiquer une erreur plus
significative. C'est un cas ou deux modes proches en fréquence se sont recombinés et ou
aucune de leurs déformeées modal es ne ressemble donc aux modes exacts. Le critére en
energie indigue au contraire une trés bonne corrélation ce qui est plus approprié car la
structure est bien modélisée.

Table4.1: Comparaison de critéres d'erreur pour une réduction de type Craig-
Bampton [bal 17].
h (m) Af (%) moyen MAC (%) moyen g, (*103)
t (m) 0.007 0.014 0.021 | 0.007 0.014 0.021 | 0.007 0.014 0.021
012 034 022 019 99.89 99.89 99.89 122 098 0.99
NFI | 0.09 (19 021 022 |90.05 99.52 99.89 044 122 1.09
n=40 | 0.06 | 0.05 0.10 0.2 99.99 99.98 98.97 028 052 052

L'approche proposée permet une comparaison simple et robuste de différentes
méthodes de réduction. Par ailleurs elle présente I'avantage significatif de ne pas
demander la connaissance de la solution exacte. Une normalisation de la mesure
d'erreur serait nécessaire pour pouvoir juger de la qualité d'une prédiction unique (plutot
gue de comparer deux prédictions). La comparaison avec |'énergie de déformation
moyenne des modes calculés semble une voie prometteuse, mais le nombre de cas
traités ne permet pas pour le moment de conclusions quant a l'utilité pratique.

4.2.3. Correction itérative d'un modele réduit

Pour une prédiction de modes dont on détermine, a l'aide de (4.25) par exemple,
gu'elle est associée a une assez grande erreur, on propose maintenant une approche
permettant une correction rapide. Dans la méthode de calcul des valeurs propres dites
d'itérations sur sous-espaces [bat1], une itération de la méthode consiste a calculer une
base corrigée

(@] = [Ke] M 4] (4.26)

75 22/4/97



4. Modéles réduits couplés

pour le sous-espace dans lequel on cherche les vecteurs propres ¢,,,. Pour un bloc de
vecteurs propres initiaux ¢@,, les réponses flexibles associées aux chargements de
déséquilibre peuvent sécrire

[01] =[Kee] (-IMI[ @] 2] + K[ @) = @[] +[ & (4.27)
ou il est supposé que les modes de corps rigide sont connus et que LM ¢ = 0.

La base de vecteurs [qon Zq+l] (estimation de rang n et réponses caractéristiques de

I'erreur) contient clairement la base de rang n+1 (4.26) utilisée dans la méthode des
sous-espaces. Une correction de I'estimation ¢, peut donc étre obtenue en calculant les

Vecteurs propres associés a une projection du modéle sur la base [(pn ?;gﬂ] (dont on ne
conservera en général que la moitié). Etant donné que le sous-espace engendré par
[(an ?/gﬂ] contient q?)nﬂ, on alagarantie que la correction proposée est plus précise que
I'utilisation d'une itération de la méthode des sous-espaces. En fait on se convaincra
facilement, qu'elle donne le méme résultat qu'une itération de la méthode de Lanczos
généralisée ades blocs.

Ces résultats montrent le lien de la correction proposée avec les méthodes de calcul
de valeurs propres classiques. Il est de plus possible de ne conserver que les directions
principales (voir section 4.2.1) du sous-espace engendré par &)M. En pratique ceci n'est
cependant intéressant que pour améliorer le conditionnement numérique de |'étape de
correction.

Table4.2:  Evaluation dela correction pour les modées NFI, NFR et NEX
(h=0.09m) de Ref. [bal 17].

Af (%) moyen MAC (%) moyen e, (*103)

t(mm) 7 14 21 7 14 21 7 14 21
NFI Initial 196 021 022 90.05 9952 9989 044 122 1.09
n=40 Corrigé |0.03 0.00 0.00 99.99 100.00 100.00 |0.55 0.04 0.04

NFR  [Initiad |1.71 021 022 9936 9884 93.09 210 266 353
n=54 Corrigé |0.00 0.00 0.06/100.00 100.00 93.74 0.09 0.09 0.11

NEX [Initiad |1.71 021 022 9931 9890 9341 210 259 338
n=54 |Corrigé |0.03 0.00 0.06 100.00 100.00 93.74 0.09 0.09 0.12

On trouvera un exemple d'application de cette méthode de correction en [bal 16].
Pour l'illustrer ici considérons plut6t le panneau raidi de la figure 4.2 et comparons les
différentes mesures d'erreur avant et apres correction pour les modéles considérés. Pour
les 9 cas montrés dans la table 4.2 il y a une nette amélioration des trois critéres
considérés. Pour le modele NFI t=7mm, on note un modele initial imprécis et une
détérioration du critére en énergie apres correction. Pour les modéles NFR et NEX
t=21mm, le MAC ne saméliore que de maniére marginale (un des modes reste mal
corrélé). Ces petites limitations ne font cependant qu'indiquer que I'approche de
correction proposée peut, comme toute méthode itérative, demander plus d'une
itération.
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4.3. Modélisation des systemes couplés

Dans de tres nombreuses applications, des modeles réduits de composants sont
disponibles et I'on cherche a obtenir une prédiction de la réponse couplée. Bien que I'on
ne se soit intéressé ici qu'au couplage structure/structure (sous-structuration synthese
modale, décomposition de domaine, etc.), les couplages fluide/structure (aéroélasticité,
acoustique, etc.), structure/électromagnétisme (structures actives), structure/thermigque
peuvent aussi étre considérés dans le cadre de méthodes de réduction trés similaires.

Les résultats présenté ici sont I'objet des Refs. [bal15,bal20]. Des applications
peuvent par ailleurs étre trouvées dans les Refs. [bal17,bal 22].

4.3.1. Formes de couplages

Comme indiqué dans la figure 4.3, on peut de maniére tres générale considérer le
couplage de systemes dynamiques comme étant la réponse en boucle fermée de
différents composants (H,, H,, ...) couplés par un retour H, .. On considéreiici, l'interface
entre sous-structures comme une zone physigue dont le volume tend vers O pour une
liaison parfaite. L'interface a des points communs avec toutes les sous-structures et peut
correspondre & des zones non connexes. Les sous-structures sont par contre supposées
totalement disjointes (sauf bien sur alalimite d'une interface d'extension nulle).

uint Fﬂ Ha(s) F‘ yint

Fig. 4.3: Couplage de modéles de composants digoints a |'aide d'un modéle
d'interface d'extension finie. On appelle liaison parfaite la l[imite correspondant
a une interface d'extension nulle.

Bien que la représentation par des modeles d'état soit plus générale, on se limitera
ici aux modéles du second ordre caractérisés par la donnée de leur raideur dynamique,
car ils sont habituels en mécanique. En I'absence de couplage (boucle ouverte), les
modeles de plusieurs sous-structures peuvent étre juxtaposes, comme ci-dessous pour
deux sous-structures

K 4(s) o, 0 Op 0
17 T A

_ Al
{vs}h =[e. e]g0

(4.28)

Ce modeéle ne caractérisant que la réponse découplée des composants, on doit
construire un modele de I'interface. On suppose gue la déformation de I'interface peut
étre calculée a partir de la donnée sur les zones de jonction communes aux Sous
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structures et a l'interface. La méthode de discrétisation utilisée pour chaque sous-
structure permet toujours de caractériser les champs de déplacement, déformation et
éventuellement contrainte en un point X comme des fonctions linéaires des DDL et
indépendantes de |a fréquence

{y,(xs} =[e(X)[{a, (s} (4.29)
Pour un état arbitraire des composants caractérisé par la donnee des g, il est donc
possible de définir des conditions aux limites conduisant & un probleme bien posé pour
le modéle continu de I'interface. D'un point de vue discret, les champs donnés sur les
jonctions sont caractérisés par un nombre fini de déplacements généralisés d'interface
dépendant linéairement des DDL de composants {yjmt} = [ciim]{qj} . Le traitement de
maillages incompatibles est basé sur le choix de ces déplacements en fonction de la
discrétisation du modele d'interface et non en fonction de celle des composants.
Une fois les déplacements généralises d'interface définis, le modéle discrétisé du
comportement de I'interface prend la forme suivante

BKJ'.jint KCjint%C]mt{ }% F i O
o C oFalp
%JCW CCInt@ Ocint = %q []

{

ou les déplacements généralisés d'interface {yjint} :[cjim] qj} et les chargements
associés aux éventuels DDL complémentaires ¢, sont donnés (ces derniers sont

donnés nuls en général comme indiqué dans (4.30)).

De maniere habituelle, les déformations généralisées d'interface sont simplement les
DDL de noeuds communs a la sous-structure et a l'interface. La distinction devient
vraiment importante dans le cas de maillages incompatibles ou de réduction de la
représentation de l'interface (voir section suivante). Selon les cas les conditions
continues (4.29) définissant le probléme d'interface sont prises en compte de maniére
forte ou faible, conduisant ainsi a une description discrétisée conforme ou non.

(4.30)

En supposant pour simplifier |'écriture que l'interface n'a pas de DDL
complémentaires, le modéle (4.30) de I'interface conduit a un modéle de la réponse
couplée de laforme

EIK 1 0 E:Iint 0 E:1int 0 m:qllj ml
Eﬂ K |:| T int] D H) L}
2 O 0 C2int O 0 2|nt 2 D

On sintéresse maintenant au cas limite ou I'extension de l'interface tend vers zéro. A
la limite, I'interface contient les points communs a toute paire de sous-structures. Pour
une interface suffisamment petite, il est possible de définir des déplacements
généralisés d'interface permettant de comparer directement le déplacement relatif de
deux sous-structures (donner un sens a V;,, — Y,ix) € ceci méme en présence de
maillages incompatibles.

L'énergie de déformation liée a un déplacement relatif imposé non nul tend
clairement vers I'infini quand I'extension de l'interface tend vers zéro. Par contre, on
sattend a ce que cette énergie reste nulle pour un déplacement relatif nul. Pour toute

(4.31)
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bonne formulation du probléme, la limite d'une interface d'extension nulle devrait donc
conduire a une solution a déformation relative nulle, c'est adire vérifier

{ylint - y2int} = [Clint C2|nt] %q D_ (432)

En mécanique des milieux continus, une liaison parfaite (interface d'extension nulle)
est caracterisée par des lois de continuité ou de saut pour les champs de déplacement
(e.9- u(X)=u,(X)) et/ou de contrainte (e.g. a” , =0) applicables sur des points,
lignes, surfaces communs aux composants et pouvant étre données sous la forme
générae

M) -%(x)=0 DX (@ @) (439

Pour un modele discrétise, les conditions (4.33) conduisent clairement a un nombre
fini de contraintes pouvant toujours étre écrites sous laforme (4.32).

Pour des conditions de la forme (4.32) on parle de conditions aux limites
généralisées. Lesy représentant généralement des déplacements on parle de conditions
cinématiques, essentielles ou de Dirichlet. Dans certains cas (voir section 4.3.5), les
conditions (4.32) peuvent en fait sécrire sous laforme

[c][KI{d =0 (4.34)

on parle alors des conditions aux limites généralisées statiques, naturelles, ou de
Neumann.

Il est utile de noter que I'approche duale pour le traitement des conditions
essentielles de type (4.32) consiste a gjouter aux DDL du modele découplé des
multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes. On trouve alors la forme
habituelle des formulations mixtes de la méthode des éléments finis [ziel]

K (s) c.mEu:nD k0
4.35
e 0 HAT HOR (439

Une approche classique de résolution de problemes contraints de la forme (4.35)
consiste a pondérer les contraintes, c'est a dire a poser A = ([I]N,xNI s)[c,m]{c} avec &
petit. Ceci conduit & un modéle couplé de laforme

DK 1 D 11nt 1 |:| m]_
C —-C = 4.36
e GRSl v
ou la pondération apparait clairement comme un raideur d'interface tendant vers l'infini
guand ¢ tend vers 0. La sélection d'une pondération adaptée au probléme peut étre
difficile particuliérement si les propriétés de matériaux ne sont pas homogenes, la
sélection d'une zone d'interface finie peut donc étre considérée comme une aternative a
ce choix.
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4.3.2. Discrétisation des interfaces

Que I'on considére une liaison parfaite ou une interface d'extension finie, la validité
de la prédiction couplée dépend en grande partie du choix des déplacements d'interface.

Une premiére approche, que I'on dit ponctuelle, consiste a choisir des déplacements
de points particuliers. Le cas classique correspond aux maillages compatibles, on prend
alors les DDL des noeuds communs a deux sous-structures (pour une liaison parfaite)
OuU communs aux sous-structures et a l'interface (dans le cas général). L'extension la
plus simple consiste a utiliser les fonctions de forme des éléments liés au modéle de
composant pour construire des noeuds intermédiaires. La figure 4.4 montre ainsi un
exemple de jonction de maillages solide/plaque avec des é éments de tailles différentes.

Fig. 4.4: Utilisation de déplacement de noeuds de maillage o et/ou de noeuds
intermédiaires ® comme déplacement généralisés d'interface. Exemple
d'application a un maillage incompatible (voir détails en [bal22]).

Différents auteurs (dont Ref. [farl]) considerent les conditions de continuité (4.33)
sous forme intégrale. La solution discrétisée est alors obtenue par orthogonalisation par
rapport a un espace vectoriel de dimension finie V, (dont les € éments représentent des

forces appliquées al'interface et I est I'ensemble des points communs)
I Aly,—y,)dr =0, O A0V, (4.37)

Pour (y1 - y2) et A pris dans des sous-espaces de dimension finie, cette approche

conduit clairement a un nombre fini de conditions de la forme (4.32). Cependant, les
déplacements d'interface associés sont des combinaisons linéaires de tous les DDL
conduisant a un déplacement des points de /. Les mémes DDL interviennent dans la
définition, utilisée par I'approche ponctuelle, des déplacements nodaux des points de
maillage et des points intermédiaires. En pratique toute formulation intégrale peut donc
étre considérée comme une forme pondérée d'une formulation ponctuelle. La principale
utilité d'une telle pondération est de permettre de relaxer des contraintes et donc dans
certains cas d'éviter les phénomenes de verrouillage mis en évidence en section 4.3.3.

L'idée d'utiliser un espace vectoriel de forces d'interface conduit naturellement a
considérer un espace dual de déformations distribuées de I'interface. Il Sagit alors de
combiner plusieurs déformations de I'approche ponctuelle pour créer une déformation
généralisée ayant des valeurs non nulles sur la plupart de noeuds de l'interface. Si la
construction d'un tel sous-espace permet de représenter I'ensemble des déformations
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effectivement trouvées, on peut réduire les modéeles de composant en conséguence
(modes de contrainte généralisés [bal20]). Cette réduction des représentations
d'interface est particulierement utile pour des applications ou une grande fraction des
DDL de chague composant sont liés a l'interface (jonctions de solides ou de plagues).

Les bases de fonctions de forme éément fini seraient un choix classique pour
I'espace vectoriel de déformations d'interface. On peut ainsi (voir figure 4.5) considérer
des fonctions de forme de poutre pour représenter les déformées d'une interface entre
plagues. Une idée, plus efficace en terme de construction d'un modele réduit de
dimension minimale [bal15,bal20], est d'utiliser les modes d'un modéle local de
I'interface (modéele contenant les é éments directement reliés a I'interface comme dans
I'exemple de lafigure 4.5). Comme indiqué en section 4.2.1, le calcul des modes de ce
modéle local correspond a une sélection de directions principales ce qui explique
I'efficacité constatée de la méthode.

Fig. 4.5: A-B déformations généralisées liées aux fonctions d'interpolation
d'é éments de poutre. C-D déformations généralisées liées a un modéele local.

4.3.3. Réduction, conformité et verrouillage

Dans le cadre des méthodes éléments finis, on sait depuis longtemps que les
conditions de saut (4.29) étant définies sur des ensembles continus et donc infinis de
points, il n'est pas forcément facile ni souhaitable d'assurer |'équivalence compléte entre
la condition discréte (4.32) et la condition continue (4.29). On aainsi démontré I'utilité
voire la supériorité d'ééments, dits non conformes, ne vérifiant pas toutes les conditions
de continuité attendues. Connaissant e paralléle entre réduction et discrétisation, on se
doit donc de prendre en compte, dans le cadre des méthodes de réduction de modéle, la
conformité et ses effets sur la convergence (voir Refs. [bal 15,bal 17,bal 20]).

Dans le cadre des méthodes de réduction, on peut avoir non conformité des
éléments, des maillages, mais aussi des représentations réduites des déformations
possible de l'interface. On cherche par exemple a prédire les fréquences des trois
premiers modes du panneau raidi montré en figure 4.6.
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Fig. 4.6: Verrouillage d'interface pour un panneau raidi. A zone d'interface en
grisé. B-C modes retenus de torsion et flexion des composants. D évolution des
3 premieres fréquence du modéle (+) complet et (—) réduit en fonction de la
largeur h de la zone d'interface.

L a base retenue pour le modéle réduit couplé contient, pour chague composant, les
6 modes de corps rigide et les 2 modes de torsion et flexion montrés sur la figure.
L'évolution des fréquences, partie D de la figure, montre clairement le phénomene de
verrouillage quand on se rapproche du cas limite de la liaison parfaite (les fréquences
du modéle réduit tendent vers I'infini quand la largeur de I'interface tend vers 0). Le
mode de torsion converge assez vite vers la valeur exacte (modéle complet). Ce n'est
pas le cas des deux modes suivants (flexions), la flexion retenue pour le composant non
raidi possede des propriétés de symétrie qui n'‘existent pas pour le composant raidi (voir
partie C de lafigure). Une bonne convergence demanderait de retenir plus de modes ou
d'utiliser des conditions aux limites chargées en raideur pour le composant non raidi.

Le verrouillage lié a une interface parfaite sexplique de la maniere suivante. Les
conditions aux limites généralisées (4.32) sont déterminées avant réduction des modéles
de composant. On aici 4 noeuds associés a 6 conditions de continuité. La projection des
conditions aux limites sur les bases T, de réduction des composants conduit a

[Clntl 1 CIntZT]@?RlD_ (438)
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Or les déformées d'interface retenues (restriction des modes de corps rigide, de
torsion et de flexion al'interface, 8 déformeées par composant) ne sont pas équivalentes
pour les 2 composants. Il en résulte que la projection (4.38) contient 10 conditions
indépendantes. Sur un modele découplé de 16 DDL (8 pour chaque composant),
I'élimination exacte des conditions (4.38) conduit donc a un modele a 6 DDL
correspondant aux modes de corps rigide. L'incompatibilité des déformées d'interface
empéche d'obtenir un mouvement flexible si la continuité exacte est vérifiée.

Comme dans le cadre élément fini, ce probléme de verrouillage peut étre traité en
construisant une réduction conforme des modeles ou en acceptant une continuité au
sens faible (relaxation de certaines contraintes).

Pour construire des modéles conformes, on défini ici [bal15,bal20] des modes de
contraintes généralisés comme étant les déformations statiques du composant a des
forces appliquées uniquement a l'interface et associées a des déformations généralisées
d'interface unitaires. Pour une base de déformées généralisées d'interface commune a
deux composants, les bases de modes de contrainte généralisés conduisent a des
modéles conformes et ne présentant donc pas de problemes de verrouillage. Cette
approche correspond au relevement statique de déformées données a l'interface
seulement. La méthodes de modes de branche [glal] est similaire mais se restreint a
considérer le composant principal comme une interface (extension statique dans les
branches seulement). Le point crucial des applications proposées [bal 15,bal 20] est donc
I'introduction de méthodes de sélection de déformées d'interface (voir aussi sections
4.2.1 et 4.3.2).

La relaxation de contraintes est plus complexe car il faut définir ce qu'est une
discontinuité acceptable. L'utilisation, considérée ici, d'interfaces ayant une extension et
des propriétés physiques est une voie d'étude possible. Ainsi dans I'exemple de la figure
4.6, on observe une bonne convergence du premier mode des que la largeur de
I'interface dépasse 0.2 m soit les 2/5emes de la largeur maximale de la premiere rangée
d'ééments. Par contre dans I'exemple du panneau raidi étudié en Ref. [bal20], |I'éendue
de l'interface (ressorts représentant les rivets de connexion entre panneau et raidisseurs)
est trop faible pour réduire les effets de verrouillage de maniere significative (la
pénalisation est trop forte).

Méme si les conditions initiales (4.32) I'étaient, les conditions d'interface réduites
(4.38) ne sont souvent plus toutes indépendantes. Le traitement de conditions
redondantes est tout a fait possible en prenant quelques précautions algorithmiques
particuliéres (voir section 4.3.4), il ne donne cependant de bons résultats que si 1'on
évite les phénomenes de verrouillage illustrés ci dessus.

4.3.4. Traitement numérique des conditions de Dirichlet généralisées

Les conditions aux limites généralisées de type Dirichlet initiales (4.32) ou projetées
(4.38) peuvent étre traitées par élimination des contraintes (on parle d'approche directe
ou primale) ou utilisation de multiplicateurs de Lagrange conduisant au systeme
augmenté (4.35) (on parle d'approche duale). L'efficacité relative des deux approches
dépend largement du programme utilisé et les travaux récents sur la méthode FETI
[far3,far4] tendent & montrer que I'approche duale est particulierement adaptée aux
calculs sur machine paraléle.
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Bien que la forme générale (4.32) soit tres largement reconnue, |'approche
habituelle est de réduire les composants de maniére a permettre une élimination simple
des contraintes. On utilise ainsi les modes normaux a interface fixe avec modes de
contrainte [crad], les modes normaux a interface libre avec les modes d'attache
[mac2,rubl], voir définit des stratégies adaptées pour des cas mixtes [trad]. L'idée de
construire un algorithme général et robuste pour I'élimination d'un jeu de contraintes ne
semble avoir été considéré de maniére significative que dans le travail présentéici.

On cherche donc une solution générale de la réponse du modél e juxtaposé (4.28)
vérifiant des contraintes de type Dirichlet (4.32) ou (4.38). Dans une approche directe,
cette solution est obtenue, apres détermination d'une base T du hoyau des contraintes

vect(T) = ker(c,, ), (4.39)
par la projection du modele
[TTMTs* + T'CTs + T'KT|{a¢ =[T"0| {4
{3 =[cT]{aq

Les facteurs suivant sont apparus comme importants lors du développement de
I'algorithme FECOOR [bal 2] utilisé pour toutes les applications de synthese présentées
dans ce mémoire.

(4.40)

* Prise en compte des blocs. Dans le cas courant ou la contrainte impose I'égalité de
deux DDL. Le vecteur du noyau associé a deux termes unité sur les deux DDL
concernés et la projection correspond a une addition des termes liés au deux DDL. Il
sagit en fait de la procédure habituelle d'assemblage de la méthodes des éléments
finis. De maniére plus générale les contraintes ne relient que certains DDL entre eux
et on gagne en temps et précision numérique a construire des vecteurs du noyau ayant
des valeurs non nulles que sur les blocs de DDL reliés entre eux par des contraintes.

* Indépendance des contraintes. |l souvent difficile et donc pas souhaitable de garantir
I'indépendance des contraintes apres réduction. Pour des conditions définies sur les
modeles non réduits, ceci permet en particulier de ne pas traiter toutes les interfaces
comme des jonctions entre 2 composants (il y a redondance pour les points communs
aplus de 2 composants). Pour des modél es réduits, |a projection des conditions (4.32)
sur les bases de réduction conduit aux conditions (4.38) qui ne sont indépendantes que
si toutes les déformations possibles de l'interface sont représentées. Une
décomposition QR ou une décomposition en valeur singuliére de la matrice c,,
permettent une tres bonne détermination du nombre effectif de contraintes
indépendantes et donc la construction du noyau réel. Pour certains cas d'interfaces
entre plaques ou solides, le nombre de DDL liés en un bloc peut cependant étre
important et rendre le calcul de ces décompositions trop colteux. Lataille des pivots
dans une décomposition LU peut étre alors utilisée comme indication de
I'indépendance des conditions. Ceci peut cependant conduire a une détérioration de la
précision numérique.

Une raison pour ne pas utiliser cette approche générale serait le fait que les
méthodes d'éliminations ad-hoc conduisent souvent a un modéle projeté (4.40) ayant
une structure bloc particuliére qui évite le calcul de la projection (voir les exemples
usuels donnés en Ref. [cra3]). Le léger avantage sur le temps de calcul est cependant

84



4. Modéles réduits couplés

bien mince face a la flexibilité permise par le découplage complet des phases de
réduction et de synthése obtenue avec I'éimination générale proposee. Le découplage
des deux phases ne doit cependant pas faire oublier qu'une réduction arbitraire peut
facilement conduire aux phénomenes de verrouillage mis en évidence en section 4.3.3.
On note enfin que seuls des problemes de conditionnement numérique pourraient
introduire une différence entre les prédictions finales de différentes méthodes
d'éimination.

4.3.5. Liens entre condition aux limites de Neumann et condensation statique

En mécanique des milieux continus, les conditions de nullité ou de continuité des
contraintes normales (g n) sont appelées conditions aux limites statiques, naturelles,
ou de Neumann. Dans le cadre d'une méthode d'approximation en déplacement leur
vérification n'est pas demandée. Pour un espace vectoriel de champs cinématiquement
admissibles, leur prise en considération conduit & une minimisation sur un espace plus
restreint et donc a une détérioration de la qualité des prédictions.

Les fonctions de forme utilisées pour la formulation élément fini et les lois de
comportement permettent d'évaluer les contraintes en tout point et donc de construire
des conditions de continuité de contrainte de la forme (4.32). La continuité des
contraintes n'étant souvent pas assurée par les éléments, I'imposition directe d'une
continuité exacte peut conduire a un phénomeéne de verrouillage (pas toujours
cependant [jenl]).

Comme pour la continuité des déplacements, on peut éviter le verrouillage en
imposant la continuité de maniére faible. L'idée généralement retenue (méthode de
MacNea [mac2] par exemple) est dimposer la continuité des contraintes généralisées
associées a la discrétisation et données par le produit [K]{¢ . A une condition

cinématique généralisée [c,m]{c} =0, on associe donc la condition statique duale
correspondant al'équilibre des contraintes généralisées et donnée par

[cn][KI{d =0 (4.41)

Il est toujours possible d'introduire un transformation des coordonnées q telle que la
transformée de la matrice ¢, soit I'identité pour les | premiers DDL et nulle pour les C

int

autres (voir section 4.3.4). La condition (4.41) est alors donnée par K, q, +K,.q. =0
d'oul'ontire

-1
Jh- K'C@qc} (4.42)
cO0 O |

ou un lecteur averti reconnaitra une condensation statique ou de Guyan [guy1] des DDL
dinterface .

L'utilisation souvent faite de conditions sur I'équilibre des forces a l'interface
[mac2,rubl,crad,tra3] correspond donc a une condensation statique de certains (ou de
tous les) DDL dinterface. Comme pour la condensation statique cette approximation
n'est valable que si les forces d'inerties associées a ces DDL sont effectivement
négligeables.

Au niveau du modéle continu, la condition de continuité des efforts normaux est
basée sur le principe d'équilibre de I'action et de la réaction. Si, au lieu de discrétiser
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cette condition continue, on appliquait le principe au niveau des modéles discrets, on
devrait clairement introduire une condition sur I'équilibre dynamique des efforts
généralisés. Ceci conduirait a des conditions de laforme

[Ca][Ms® +Cs+K]{a(s} =0 (4.43)

dont la prise en compte correspondrait a une condensation dynamique. L'élimination
des DDL dans une condensation dynamique exacte introduit un modéle ayant une
dépendance beaucoup plus complexe a la fréquence et dont la réponse correspond
exactement a celle du modéle avant réduction [ocal]. Des conditions de la forme (4.43)
ne présentent donc pas d'intérét pratique sauf si elles sont pris en compte de maniéere
approximative. La condition (4.32) correspond ainsi & une approximation quasi statique
de I'équilibre dynamique (4.43).

4.4. Utilisation de résultats expérimentaux dans les

modeéles réduits

4.4.1. Modeles hybrides expérimentaux/analytiques

Pour une réduction par projection sur la base des modes normaux, les fréquences,
matrices d'amortissement et matrices d'entrées/sorties modales analytiques sont
directement comparables avec un modéle du second ordre identifié expérimental ement
(section 3.2.3). Sans essayer de recaler le modéle analytique, il est donc possible de
construire des modéles hybrides combinant données expérimentales et analytiques en
utilisant dans le modéle analytique en coordonnées principales toutes ou certaines des
valeurs expérimental es suivantes (voir détails en Ref. [bal9])

 amortissement modaux (en supposant |'amortissement proportionnel)
 matrice d'amortissement modal non diagonale

» fréquences modales

» modes propres étendus

Les modéles hybrides ayant certaines des caractéristiques dynamiques mesurées, ils
sont généralement beaucoup plus précis que le modéele analytique initial. Par ailleurs, la
base de projection utilisée pour les modes propres donne une estimation du déplacement
en tout point, il devient donc possible de prédire toutes les fonctions de transfert
possible méme si elles n'ont pas été testées.

L'utilisation d'un modéle d'amortissement expérimental est tres classique mais les
nouvelles méthodes d'identification d'amortissement non proportionnel permettent de
nouvelles extensions. Les limitations de tels modéles pour la synthése modale sont
abordées en section 4.4.2.
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L'utilisation de fréquences modales expérimentales et éventuellement de modes
propres expérimentaux étendus [oca2,roy3,smi2,lev7,hem2] plutét que des modes
analytiques est plus originale. Les résultats considérées dans les Refs. [bal 3,bal8,bal9]
permettent de dire que cette approche est tout a fait valable pour I'estimation de
fonctions de transfert non mesurées. La figure 4.7 montre ainsi clairement comment un
modele hybride peut donner une réponse trés précise méme quand le modéle élément
fini sous-jacent |'est bien moins et quand I'amortissement non proportionnel a une
influence significative. Une réutilisation de tels modéles en synthése modale ou pour
d'autres prédictions couplées ne semble cependant pas prometteuse car les termes
résiduels interviennent de maniére significative mais ne sont pas corrigés.
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Figure 4.7: FRF au point d'excitation 5 et réponse au capteur 1 del'interférometre

du MIT [bal3]. (—) Mesure, (---) modele hybride basé sur d'autres mesures, (-)
modél e hybride a amortissement proportionnel, () modele éément fini.

4.4.2. Synthése modale en utilisant un amortissement expérimental

On obtient généralement de trés bonnes prédictions en utilisant un modele
d'amortissement expérimental pour les modes testés. Cependant un modele complet doit
le plus souvent aussi contenir d'autres DDL (les termes qui correspondent a la
correction statique utilisée pour les modéles réduits). Les propriétés de dissipation de
ces DDL ne sont pas mesurables, il convient donc de savoir si leur influence est
négligeable. Reprenant les résultats présentés en Ref. [bal12], on considére un modéle
par bloc

0 sl +8lpp +Qpp SzMDC +sCpe +KDC%QRDE_ mRDaL}
%2MCD +8Cep *+ Kep Schc +SCec +Kee 08RO H)RC

{32( :[CRD Cre {qp}

(4.44)
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ou les modes notés D ont un équivalent identifié a partir de données expérimental es et
les modes correctifs notés C sont des résultats de calculs élément fini (ou
éventuellement d'une mesure expérimentale de la flexibilité résiduelle).

On construit naturellement un modéle hybride en utilisant une matrice
d'amortissement modal expérimentale ;. Mais les contributions C, et C.. ne sont
pas connues. Comme indiqué en section 2.2.3, les contributions de |'amortissement ne
sont importantes que prés des résonances. Si tous les modes de |a bande sont identifiés,
le terme C_. est associé a des modes haute fréquence et n'a donc qu'une influence
négligeable. De méme le critére de séparation en fréquence (2.36) indique que I'effet de
C.p, est aussi négligeable.

Cette analyse est basée sur le fait que les modes du test correspondent a ceux de la
prédiction ce qui n'est vrai que si les conditions aux limites sont identiques. Un modele
hybride précis isolément n'est donc pas forcément approprié pour une prédiction
couplée (sous-structuration, aéroélasticité, élastoacoustique, contrble actif, etc.). Pour
illustrer ce phénomene on peut ainsi considérer le treillis montré en figure 4.8. On veut
modéliser la réponse amortie, mais ne peut tester I'ensemble complet. Trois possibilités
sont considérées

* test et modélisation séparées du support et de I'ensemble charge utile + amortisseur
en conditions libre-libre

* test et modélisation séparées du support et de I'ensemble charge utile + amortisseur
avec les amortisseurs encastrés au point de connexion sur le support (remplacement
du support flexible par un support rigide).

* test et modélisation séparées du support, des amortisseurs et de la charge utile

Les résultats montré en [bal 12] indiquent que la premiere approche est inadaptée car
le test n'induit qu'une déformation faible des amortisseurs et ne permet donc pas une
bonne modélisation de leur propriétés de dissipation. La deuxiéme approche est tout a
fait adaptée si les amortisseurs ont un comportement dynamique standard. Si larigidité
dynamique des amortisseurs dépend fortement de la fréquence (comme c'est |e cas de
certains amortisseurs qui présentent des pdles réels [and7]), seule la derniére approche
donne de bons résultats.

- Interface 1 -

X 2

<=« |nterface2—— > >
A B
I

c

Figure4.8: Treillissupport reliée a une charge utile par des connecteurs fortement
amortis [bal12].
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4.5. Conclusions et perspectives

Les méthodes de réduction et de synthése modale permettent de réutiliser des
calculs particuliers pour d'autres prédictions. Historiguement ces méthodes ont été
développées pour permettre certains gros calculs et leur utilisation reste essentielle dans
certains secteurs comme |'aéroélasticité ou la vibroacoustique. Avec les moyens de
calcul modernes, seuls des problémes demandant de nombreuses itérations
(optimisation ou calculs non linéaires) exigent vraiment leur utilisation. De tels
problemes étant souvent paramétres, les méthodes de réduction classiques doivent étre
adaptées, ce qui est I'objet du chapitre 5.

Une utilisation intensive et flexible de méthodes de réduction demande cependant
une bonne compréhension des étapes nécessaires et une grande flexibilité. La définition
de chargements représentatifs, I'utilisation de la norme en énergie, le traitement des
phénomenes de verrouillage dinterface ou le développement d'un algorithme
numériquement efficace pour I'élimination de contraintes linéaires étaient donc des
éléments requis pour les applications plus complexes considérées par la suite.

La construction d'estimateurs d'erreur pour les modeles réduits et le traitement du
verrouillage pour des interfaces non conforme n'ont été qu'effleurés et d'autres
développements pourraient étre tres utiles. L'introduction de calculateurs a architecture
paralléle a motivé de développement de nombreuses méthodes itératives ou des
solutions précédentes sont conservées comme directions de recherche. Ces applications
considérent souvent des solutions définies sur différents composants et on parle alors de
méthodes de décomposition de domaine. En général ces études cherchent a fournir une
estimation exacte de la solution du modéle initial. Les méthodes de réduction cherchent
seulement a fournir une prédiction de qualité suffisante, mais elles constituent
clairement une premiére itération qui pourrait étre corrigée par la suite. Les liens entre
ces deux domaines d'étude mériteraient d'ére mieux misen valeur.
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5. MODELES REDUITS PARAMETRES

Un certain nombre d'applications majeures font usage de ce que I'on appelleici des
familles de modeles. Parmi ces applications, le recalage de modéle consiste en une
estimation a partir d'une comparaison avec des données expérimentales de parameétres
de conception (propriétés locales de masse, raideur et éventuellement amortissement).
L'optimisation de structure est similaire au recalage mais considere des objectifs
différents (par exemple limites sur les déflexions ou contraintes maximales pour
différents spectres d'excitation). Enfin, pour les problemes non linéaires, les propriétés
changent en fonction de la fréquence, de I'historique de déformation, ou de la
configuration instantanée.

Dans tous les cas, le modele d'intérét est caractérisé par un certain nombre de
parametres de conception tels que propriétés élastiques, viscoélastiques, ou
géométriques, et les applications demandent un nombre élevé de prédictions pour
différents points de conception (valeurs des parametres).

Pour la plupart des structures industrielles modernes, un modéle élément fini de
grande taille est imposeé par la complexité geométrique et I'nétérogénéité des matériaux
utilisés. Le plus souvent cependant, le nombre de paramétres de conception reste tres
faible. |l apparait donc utile, surtout pour de tres grands modeles, d'utiliser la faible
dimension de la famille de modeles (nombre de parameétres de conception) pour
permettre des approximations a faible codt.

Les tres nombreuses études sur la sous-structuration, la synthése modale ou les
superélément ont démontré la possibilité de construire des modeles réduits pour un
modéle nominal donné. On considére ici (et dans les Refs. [bal17,bal18,bal22]) une
extension de ces méthodes a la réduction de modéles dont les propriétés sont
paramétrées.

5.1. Réduction de modeles paramétrés.

5.1.1. Paramétrisation des modeéles initiaux

On appelle famille de modéles, un groupe de modéles de la forme générale du
second ordre dont les matrices dépendent d'un certain nombre de parametres de

conception a
[sM(a) +sC(@) + K@@)}{d =[b@){d
{¥(s} =[c(a)){d

(5.1)
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Modules, sections de poutres, épaisseurs de plagues, amortissements dépendant de
la fréguence, positions de noeuds ou orientations de composants pour les systéemes
articulés, sont des parametres a typiques. La forme (5.1) est la plus générale, il est
cependant souvent utile d'utiliser une représentation de la raideur dynamique comme
une somme pondérée par des coefficients B de matrices K, indépendantes des
parametres de conception

K(a,s)=K(a,s)+ Z,B(G)Kﬁ(s) (5.2)

L'épaisseur t d'une plaque, un paramétre a typique, donne un bon exemple des
difficultés et avantages de laforme (5.2). Les théories habituelles de flexion de plagues
(Kirchoff et Mindlin) conduisent a des modeéles dont les déplacements et déformations
sont des fonctions linéaires de la hauteur (z D{— t 2t 2] ). Les matrices de raideur d'un
élément de plague sont obtenues par intégration (exacte ou numérique) de I'énergie de
déformation associée aux fonctions de forme considérées. Les déformations étant des
fonctions linéaires de z, I'énergie de déformation est une fonction quadratique de z et
son intégrale sur |'épaisseur conduit a une raideur qui est une fonction cubique de t.
Pour des plaques de Kirchoff composées de matériaux isotropes, tous les termes sont
antisymeétriques en z. L'intégration sur l'intervalle z D{- t 2,t 2] ne laisse donc que des

termes en B =t°. Pour la théorie de Mindlin, le cisaillement transverse est non nul et
indépendant de z. L'intégration sur z D{- t 2,t 2] , donne donc une matrice de raideur de
la forme (5.2) avec B, =t,B, =t°, B, =t° et pas de terme constant K (a,s). Pour les
matrices de masse et les modeles incluant des effets de membrane, on peut montrer que
la raideur dynamique K (t,s) a toujours une dépendance polynomiale det et que les
paramétres B, =t, 3, =t 3, =t° restent adaptés.

La possibilité de n'utiliser que trois parametres 8 est une conséquence directe de la
théorie de plague sous-jacente et est par conséquent indépendante du nombre
d'éléments, de leur propriétés géométriques, et du ou des types d'ééments utilisés. De
plus, les matrices K, peuvent étre facilement déduites d'une évaluation de K (t,s) pour
différentes valeurs de |'épaisseur t.

Avec une description de la forme (5.2), I'évaluation de K (t,s) pour une valeur de t
est une somme pondérée de trois matrices. Si t était utilise directement, il faudrait
recalculer et réassembler les matrices de chacun des ééments dépendant de ce
parameétre de conception (ce qui en général est beaucoup plus colteux). La réduction de
modele par projection, détaillée dans la section suivante, augmente encore I'intérét de la
forme (5.2).
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Fig. 5.1: A section de tube, B section de tube et extrémité (élément de solide hexa8
lié au tube par des contraintes de continuité), C tube complet.

Noeuds du maillage (¢). La longueur | du tube varie entre 1 et 3m [bal22].

Comme exemple de paramétrisation plus complexe considérons le tube montré dans
la figure 5.1 donne un exemple plus complexe. Les parois, fines, sont modélisees en
coque (élément NASTRAN cquad). Le tube est rempli d'un sable modélisé par un
solide dont le module d'Young est complexe et dépend de la fréquence. Les deux
parametres de conception sont lalongueur | du tube et le module E(s) du sable. Par des
raisonnements similaires a ceux utilisés pour |'épaisseur des plagues, on aboutit a une
paramétrisation de laforme

Kana(E1,9) = [IMye8 + E(9)(IKys + Kyg +17K o) (5.3)
pour le sable, et
Kque(E.1L9) :[||\/|1Ts2 (1K +Kyr 17Ky +H7ZK ‘3K5T)] (5.4)

pour les plaques du tube. On note dans ces paramétrisations, la forme de polynéme
matriciel dont les coefficients peuvent faire intervenir plusieurs variables (termes
E(s)I'). Ce cas relativement complexe montre que le nombre de matrices K 5 est

susceptible d'augmenter assez rapidement.

Pour certaines applications, le recalage en particulier, les parametres retenus
influencent des groupes d'éléments différents. La décomposition (5.2) conduit alors a
des matrices K, présentant de nombreux termes nuls (tous les DDL liés aux €léments

non affectés par le parameétre 8 courant). L'utilisation d'un format de stockage prenant
cette structure en compte est alors tres importante (pour limiter lamémoire requise). Le
compromis mémoire requise / temps de calcul et d'assemblage peut ainsi amener a
combiner les formes (5.1) et (5.2). Pour le tube considéré en Ref. [bal22], il était par
exemple plus efficace d'assembler les 10 sections de tube pour chaque longueur
considérée que de créer un seul gros modéle avec les paramétrisations (5.3)-(5.4).

L'optimisation du positionnement de raidisseurs est par ailleurs un probleme
souvent mentionné. La sous-structuration et |'utilisation d'une raideur d'interface faisant
intervenir des matrices d'entrée dépendant de la position p

K(a,9) = K(a6,8) +[ b (P)[K i (S][01n(P)] (5.5)
sont alors tout afait adaptées [bal17].
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Les choix de la paramétrisation et de la forme de représentation sont clairement des
aspects essentiels dans I'utilisation pratique de familles de modéles. Le nombre de cas
étudiés en détail [bal17,bal18,bal22] étant pour I'instant assez faible (en considérer
d'autres est un objectif de lathese de A.-S. Plouin), on ne peut ici tirer des conclusions
générales. Il est clair cependant que des gains de co(t de calcul tres significatifs peuvent
étre obtenus en combinant les différentes formes possibles. La flexibilité du logiciel
utilisé apparait donc comme un élément crucial pour une utilisation de modéles
paramétrés.

5.1.2. Réduction d'un modéle paramétré

Comme pour les modéles nominaux, il existe souvent des sous-espaces de faible
dimension permettant de bien représenter |a réponse du systeme. Ainsi pour la flexion
de poutres d'Euler-Bernoulli posées sur appuis simples, les modes propres sont des
sinus dont lalongueur d'onde est indépendante des propriétés de section. L'extension de
cette idée a des cas plus complexes correspond a l'utilisation de bases de réduction fixes
dont la construction doit étre rendue systématique.

Une idée trés classique serait de conserver un nombre plus important de vecteurs
dans une réduction de la configuration nominale. En enrichissant la base modale, on
permet certainement une amélioration des prédictions, mais I'enrichissement étant fait
sans tenir compte des modifications utilisées il n'est généralement pas efficace (voir
I'exemple de [bal 18]).

Une deuxieme approche déja plus efficace consiste a réduire par une méthode
classique (voir chapitre 4) un échantillon de modeles et a conserver la base combinée
des vecteurs associés a chacune de ces réductions

T=[T(a) T(@,) -] (5.6)

Le modél e résultant étant précis pour chacune des configurations de |'échantillon, on
attend et trouve en pratique [bal17,bal18,bal22] que les prédictions pour des points
intermédiaires sont treés bonnes. La validité générale est alors liée au choix d'un
échantillon avec des variations de paramétres suffisamment larges (il faut avoir uneidée
des limites de variation des parametres).

Cette approche a été utilisée pour le tube paramétré de la figure 5.1. Pour le tube
creux, on considére [bal22] une réduction sur la base des 24 modes de contraintes liées
aux déformations de I'extrémité compl étée par 24 déformées modales des tubes de 1 et
3 m avec conditions aux limites libre-libre. La figure 5.2 indique que pour des
conditions aux limites différentes des conditions aux limites de la réduction, toutes les
fréquences propres au dessous de 1 kHz sont bien prédites.

On notera sur cet exemple, que la projection en présence d'une paramétrisation
déformant la géométrie (ici longueur du tube) est plus efficace si les DDL de rotation
sont exprimeés en coordonnées intrinseques (utilisation d'une approche Lagrangienne).
Ainsi, plutét que les rotations réelles (dérivées partielles par rapport a une coordonnée
physique), on utilise les dérivées partielles par rapport aux coordonnées intrinseques
(position sur un tube de référence de longueur unité).
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Fig. 5.2: Fréquences (fois|) du tube encastré libre en fonction de la longueur du
tube (—) modele réduit a 72 DDL, (+) valeurs exactes du modéleinitial,
() 1kHz

Une derniére approche, dite de correction des entr ées/sorties, défini des entrées b,,

associées a tous les DDL sur lesquels les modifications considérées conduisent a une
modification des efforts

K(a,s)=K(ay.s)+b,[AK (@,s)|by, (5.7)

et goute & une réduction du modele nominal les modes correctifs (modes de contraintes
ou d'attache) associés aux entrées b,

Fig. 5.3: Poutre encastrée formée de plagues minces [bal 18] . Les paramétres de
conception sont les raideurs des nervures (éléments en grisé).

Cette approche est clairement limitée aux cas (assez fréquents) ou le nombre de
DDL affectés par les modifications (taille de AK') est petit par rapport au nombre de
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DDL du modéle initial. Il est cependant possible de sélectionner des directions
principales dans un sous-espace de correction (voir détails en section 4.2.1). Prenons
par exemple la poutre constitué de plagues minces montrée en figure 5.3, les éléments
de nervure sont reliés a 108 DDL qui représentent plus du tiers des 270 DDL du
modéle. Une projection sur cette base aurait donc peu d'intérét. Lafigure 5.4 montre les
valeurs principales d'une décomposition liée a la norme en masse et I'évolution de
I'erreur maximale pour un ensemble de 12 points de conception sur la prédiction des 10
premiers modes propres. Il apparait clairement que garder plus de 20 directions
principales dans le sous-espace des 108 modes correctifs n'améliore quasiment pas le
résultat.

10"
= 10"
= 10"
1051
10'18 I 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Number of principal correction modes
0.04
&
5 0.02 b
L
L
O 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig. 5.4: a) valeurs singulieres (norme en masse) de la décomposition des 108
vecteurs de correction initiaux. b) erreur sur les fréquences propres (moyenne
sur les 12 points de conception et les 10 premieres fréquences [bal18]) en
fonction du nombre de directions principal es retenues.

Entre les trois méthodes considérées, I'extension de la réduction nominale est, de
loin, la moins efficace. C'est un résultat attendu puisque I'on n'y tient pas compte des
modifications considérées, mais la qualité des prédictions est trés nettement moins
bonne (voir exemple en [bal18]). Les méthodes d'échantillonnage ou de correction
d'entrée sortie donnent des résultats similaires et la sélection dépend essentiellement de
criteres de colt numérique. L'échantillonnage est adapté a des cas avec quelques
modifications distribuées (panneaux raidis [bal17,bal 18], tubes de longueur variable
[bal22]), alors que la méthode de correction permet de bien traiter des effets locaux
(recalage des propriétés d'un joint [bal 3], réponse d'une structure avec des non linéarités
localisées [tinl]).
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5.2. Modélisation et réduction multi-échelle

On ajusgu'a présent traité de réduction (sections 4.1 et 4.2), de couplage de modeles
(section 4.3), de modeles hybrides expérimentaux et analytiques (section 4.4) et de
modeles réduits paramétrés (section 5.1). Les différentes méthodes considérées ont
chacune de nombreuses applications particulieres. Le travail présenté dans ce mémoire
cherche cependant a montrer et utiliser leur synergies dans une approche générale de
modélisation des structures. Le cadre général de cette approche est schématisée en
figure 5.5.

| Propriétés, sollicitations, prédictionsi< | Propriétés, sollicitations, prédictionsi<
‘ Modde initial ‘
| <
| Modele réduit H > Modéle du systéme ou
sous-systéme (composant)
‘ Estimation de I'erreur et correction k»
/
Prédictions

| Composant 2 — | -
‘ Composant 3 ’—

Fig. 5.5: méthodologie générale pour une approche de modélisation / réduction
multi-échelle.

» On commence par détailler les propriétés géométriques et matérielles de la structure
(ou de la famille de structures), les sollicitations qui seront considérées (positions,
contenu fréquentiel, etc.) et les prédictions que I'on cherche a faire (déflexions
maximales, contraintes, etc.).

 La donnée de ces propriétés conduit au choix de composants dont on va valider le
modele. Les propriétés, sollicitations et prédictions souhaitées pour le systeme sont
traduites au niveau des composants, ce qui permet de créer un modéle élément fini
initial.

* Les propriétés, sollicitations et prédictions souhaitées sont éventuellement réutilisées
pour définir un modéle réduit.

* L'estimation d'erreurs au niveau des composants permet de corriger les modeles
initiaux (recalage, maillage adaptatif) ou réduits (réduction par correction itérative).

» Les modéles de composants peuvent, apres validation et éventuellement correction,
étre assemblé pour former un modéle du systeme. On peut réaliser le processus
plusieurs fois en combinant les modeles de différents systemes.
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» On vérifie enfin que les prédictions réalisees sont conformes aux hypothéses initiales
sur propriétés, sollicitations, et prédictions souhaitées avec éventuellement un
bouclage sur le processus complet.

Letreillis, étudié en Ref. [bal22] et montré en figure 5.6, illustre ce processus. Les
tubes sont creux et remplis d'un sable dont le module d'Y oung est complexe et dépend
de la fréquence. On cherche a prédire la réponse jusqu'a 1 kHz pour des forces
appliquées a quelques jonctions.

o
|
1m . ‘
Fig. 5.6: Modélisation multi-échelle d'un treillis de poutres creuses remplies d'un
sable viscoélastique [bal 22].

Le modéle élément fini initial du tube est forcément trés détaillé car une analyse
rapide des longueurs d'ondes axiales dans |e sable et de flexion dans les parois des tubes
impliquent des dimensions d'élément assez faibles (maillage montré en figure 5.1). Les
jonctions sont par contre solides et il ne semble pas utile de les modéliser de maniére
détaillée. Ces propriétés conduisent naturellement a une décomposition du systéme en
tubes (en blanc) et jonctions (en gris).

Lesjonctions sont solides et facilement modélisées al'aide de quelques é éments de
solide. La réduction de leur modéle ne présente pas d'intérét particulier dans la mesure
ou I'on ne simpose pas la compatibilité avec le maillage beaucoup plus fin des tubes
(probléme des jonctions incompatibl es traité en section 4.3).

Les tubes ont des longueurs variables et différentes valeurs du module d'Y oung du
sable doivent pouvoir étre considérées avec un colt numérigue minimal. Longueur et
module sont donc les deux variables retenues pour paramétrer un unique modele de
tube (voir section 5.1.1). Aucune force externe n'étant appliquée sur les tubes seules les
réponses associées a des chargements aux interfaces (extrémités) sont a considérer. Par
ailleurs e modéele ne doit pas chercher a étre fidéle au delade 1 kHz.

La méthode de réduction d'un échantillon de modeles est ici la plus adaptée. La
réduction considérée en [bal22] utilise des modes de contrainte pour représenter la
réponse statique a des déformations des interfaces, des modes des tubes de 1 et 3 m
pour bien représenter la dynamique du tube, des modes de sable pour un tube fixe pour
bien représenter les mouvements internes du sable. En prenant en compte la limite en
fréquence de 1 kHz, on construit ainsi un modéle réduit paramétré de 104 DDL (au lieu
de 2344). Le fait que les forces sont appliquées aux extrémités n'est que partiellement
utilisé par absence de critére adapté a I'élimination de formes dans un modéle

97 22/4/97



5. modeéles réduits paramétrés

paramétré. Comme pour le cas du tube seul, abordé dans la section précédente, la
vérification du modéle se fait par calcul des fréquences propres pour une gamme de
parametres et des conditions aux limites différentes de celles utilisées pour la réduction.

Les modéeles de composants ainsi validés pour les propriétés, sollicitations et
prédictions considérées, il est enfin possible de réaliser des prédictions pour le treillis
complet comme les fonctions de transfert montrées en figure 5.7. Sans une réduction au
niveau des composants, le modele total aurait plus de 75000 DDL. Il ne serait donc pas
envisageable de réaliser un calcul viscoélastique qui nécessite un assemblage et une
inversion de la raideur dynamique a chague point de fréquence. Avec la réduction le
calcul devient possible et suffisamment peu colteux pour pouvoir étudier I'impact lié a
I'utilisation de différentes lois viscoélastiques. De plus la validation des modéles de
composants donne une bonne confiance dans la précision des résultats.
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Fig. 5.7: Trois fonctions de transfert calculées pour letreillisdelafigure 5.6 et un
modul e d"Young donné a chaque fréquence.

Un calcul sur la base modale du modéle a 75000 DDL aurait pu étre considéré. La
bande de fréquence retenue contient cependant plusieurs centaines de modes et cette
approche est donc numériquement plus colteuse que la réduction multi-échelle retenue.
Par ailleurs, on a vu que les calculs en base réduite adaptée aux paramétres considérés
plutét qu'en base modale nominale sont souvent plus précis. Les prédictions obtenues
ici sont donc probablement meilleures.

La densité modale est ici telle que les prédictions sont vraiment du domaine des
moyennes fréquences. Les modes sont trop sensibles a toute perturbation du modéle
pour étre considérés comme des quantités physiques. On sattend par contre a ce que la
réponse de sous-espaces modaux soit beaucoup plus stable et pour des amortissements
suffisants (ici au dessus de 300 Hz c'est clairement le cas) les fonctions de transfert
devraient avoir des caractéristiques indépendantes des recombinaisons entre modes
voisins [bal6].

5.3. Conclusions et perspectives

Les problémes paramétrés (recalage, optimisation, dynamique non linéaire)
prennent un part grandissante dans I'utilisation d'outils analytiques en mécanique. Une
simplification de la géométrie ou du maillage initial conduit le plus souvent a une
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détérioration rapide de la qualité des prédictions. On propose donc de coupler
modélisation fine et réduction.

Laflexibilité des outils permettant la mise en oeuvre pratique de ces idées est bien
sOr cruciale. Pour I'implémentation utilisée ici [bal2], on limite au maximum les
distinctions entre éléments et superéléments (modeles de composants réduits ou non).
L a paramétrisation du composant est utilisée de maniere similaire a celle des parametres
géométriques et matériels caractérisants les éléments initiaux. Des composants répétés
peuvent étre facilement associés a un modéle générique et assemblés avec la possibilité
d'avoir des valeurs différentes des parameétres pour chaque composant. Un superélément
peut étre crée a partir d'éléments ou d'autres superéléments, le treillis traité en [bal22]
utilise aing trois niveaux de superéléments successifs.

La flexibilité permise par cette architecture permet d'envisager de nombreuses
applications. L'éude de lois de comportement viscoélastiques dans la modélisation de
panneaux sandwich polymere acier, I'optimisation d'aubes avec des parametres de
conception tels que le nombre de pales et les caractéristiques de dissipation du pied
d'aube et applications en recalage sont prévus pour un avenir proche (thése de A.S.
Plouin, collaboration avec F. Hemez). A moyen terme, il semble particuliérement
intéressant d'étudier des prédictions de réponses en moyenne fréquence et de
dynamique non linéaire (frottements, problémes de contact).
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